PREFACIO DE LOS EDITORES 


Nuestro gran amigo y maestro Imre Lakatos falleció inesperadamente 
el 2 de febrero de 1974. En aquellos momentos, estaba embarcado 

diversos proyectos intelectuales, como era corriente en él. De entre 
ellos, uno de los más importantes consistía en la publicación de una 
versión modificada y aumentada de su brillante ensayo «Proofs and 
Refutations» que apareció en cuarro partes en The British Journal for 
the Philosophy of Science, 14, 1963-4. Hacía ya mucho tiempo que Lakatos 
había contratado dicho libro, si bien había postergado su publicación 
con el desco de corregir y mejorar más aún el ensayo, añadiéndole 
importante material extra. La obra se retrasó considerablemente por 
la desviación de sus intereses hacia la filosofía de la física, 
si bien en el verano de 1973 decidió finalmente llevar adelante la 


publicación. A lo largo de ese verano, cada uno de nosotros discutimos 
con él los planes relativos al libro, por lo que, tras este 


bio de circunstancias, hemos intentado dar a luz un lil 


o lo más 


parecido posible al que entonces proyectaba Lakatos. 

Además del ensayo original, «Proofs and Refutations», (que aparece 
aquí como Capítulo 1) hemos incluido tres muevas partes. En primer 
ñadido una segunda parte al texto principal, relativa 
al de Poincaré de la conjetura de Descartes- 


a la prueba algebraico-vect 


Euler. Está basada en el capítulo 2 de la tesis doctoral que Lakatos 
presentó en Cambridge en 1961. (El ensayo «Proofs and Refutations» 
original constituía una versión muy corregida y mejorada del capítulo, 


sgraciado , 


DAPARAADACADRAAAAAAAAAAAAAACA 


SAS 


ens 


1 Impe Lala 
primero de dicha tesis.) Una de las partes del expítulo 3 de la tesis 
aparece aquí como Apéndice 1, conteniendo otro ejemplo del método 
de prucbas y refutaciones. Se ocupa d 

del 

de funciones continuas es él mismo continuo. Tanto el Capítulo 2 del 
texto principal como el Apéndice 1 habrian de <: 
menudo expresadas por los matem: 
Refutarions», en el sentido de que, 
la prueba descrito por Lak 


la demostración de Cauchy 


ema que afirma que el límite de cualquier serie convergen:e 


ar las dudas a 
icos que han leído «Proofs ard 


nálisis: de 


¿dio de los poliedres, 


nque el método de 


pueda aplicarse al es 


un tema «cuasiempírico» en el que los contraejemplos son fácilmente 


visualizables, con todo podría resultar inaplicable a las matemáticas 
urcales». El tercer añadido (el apéndice 2) también está basado en una 
de las partes del capítulo 3 de la tesis de Lakatos, y versa acerca de 
las consecuencias de su posición para el desarrollo, presentación y 
enseñanza de las matemáticas. 

Una de las razones por las que Lakatos retrasó la publicación fue 
el reconocimiento de que, aunque parte del material extra contería 
muchas nuevas cuestiones y desarrollos de su posición, con todo precisa- 
ba mayor consideración e investigación histórica, cosa que resulta espe- 
cialmente cierta del material (del apéndice 1) sobre Cauchy y Fourier 
"También nosotros somos conscientes de ciertas dificultades y ambigúeda- 
des en este material, así como de algunas omisiones. Con todo, considera- 
mos que no debiéramos cambiar el contenido de lo escrito por Lakatos, 
sin que estemos en condiciones de suministrar la investigación histórica, 
necesariamente larga y detallada, precisa para elaborar y completar e 
material. Así, pues, ante la alternativa de no publicar en absoluto dicho 
material o publicarlo enestado inacabado, hemos optado por esto último. 
Consideramos que hay en él muchas cosas de interés y esperamos 
que sirva de estímulo para que otros estudiosos lo amplíen y corrijan 
si es necesario. 
general, no hemos tenido a bien modificar el contenido cel 
material de Lakatos, incluso por lo que respecta a aquellas de sus 
partes que expresan posiciones que estamos seguros que Lakatos habeía 
modificado. Por tanto, nos hemos limitado a señalar (en notas señaladas 
mediante un asterisco) algunas de aquellas cosas sobre las que hubiéxa- 
mos llamado la atención de Lakatos, tratando de persuadirle para que 
las cambiara, en la creencia de que, en la práctica, Lakatos hubiera acce- 
dido a esos cambios al publicar ahora el material. (Como es natural, su 
posición intelectual había cambiado considerablemente a lo largo de 
los trece años que median entre la terminación de su tesis doctoral 
y su muerte. Los cambios más importantes en su filosofía general 
quedan explicados en su (1970). Habría que mencionar el hecho de 
«ue Lakatos consideraba que su metodología de los programas de 


ruetras y refuraciones ” 


investigación cientifica tenian importantes implicaciones para su filosofia 


y política en cuestiones de presentación ha sido la'de dejar 
¡jente intacto el marerial que el propio Lakatos había pul 
(es decir, el capítulo primero del texto principal), La única excepción 
es una serie de erratas de imprenta y otros deslices obvios sin importan- 
cia. Sin embargo, hemos modificado de un modo más bien substancial 
el material publicado aquí por vez primera, Si bien, repetimos, sólo por 
lo que respecta a la forma y no al e 
de un modo de proceder más bien ii 
par de cosas a modo de justificación. 

Lakatos siempre procedía con sumo cuidado en la presentación 
de cualquiera de sus materiales que fuese a ser publicado y, antes 
de publicarlo, hacía siempre que circulase ampliamente entre sus colegas 
y amigos en busca de críticas y sugestiones acerca de cómo mejorarlo. 
No nos cabe duda de que el material que aquí se publica por primera 
vez habría recibido semejante tratamiento, sufriendo cambios mucho 
más drásticos de los que hemos osado introducir nosotres. El conoci- 
miento que poseemos, a través de la experiencia personal, de las molestias 
que se tomaba Lakatos para presentar sus posiciones lo más claramente 
posible nos ha obligado a intentar mejorar la presentación de este 
material del modo más eficaz posible. Es evidente que estos nuevos 
añadidos no están lo bien que estarían si el propio Lakatos hubiese 
revisado el material en que se basan. Con todo, nos consideramos 
lo suficientemente próximos a Lakatos y lo bastante implicados en 
algunas de su publicaciones anteriores como para llevar adelante el 
intento razonable de elaborar el material, aproximándolo un tanto a 
su elevado nivel de exigencias. 

para nosotros un placer haber tenido oportunidad de realizar 

esta edición de algunos trabajos importantes de Lakatos en filosofía 
de las matemáticas, puesto que ello nos permite descargarnos de una 
parte de la deuda personal e intelectual que tenemos contraída con él. 


ado 


ntenido. Puesto que se tl 


al, quizá convenga decir un 
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INTRODUCCION DEL AUTOR 


En la historia del pensamiento, ocurre con frecuencia que, cuando 


surge un nuevo método, el estudio de aquellos problemas que pueden 
tratarse con su ayuda avanza rápidamente, atrayendo sobre sí la atencón, 
mientras que el resto tiende a ser ignorado e incluso olvidado, desprecián- 
dose su estudio, 

En nuestro siglo, esta situación parece haber surgido en la Filosofía 
de las Matemáticas, como resultado del desarrollo dinámico de la meta- 
matemática 

El contenido de la metamatemática es una abstracción de las matemá- 
ticas en la que las teorías matemáticas son sustituidas por sistemas 
formales, pruebas mediante ciertas secuencias de fórmulas bien-formidas 
y definiciones mediante «expedientes abreviatorios» que resultan «tcó- 
ricamente eliminables», aunque «tipográficamente convenientes» !. Fue 
Hilbert quien ideó esta abstracción, a fin de disponer de una técnica po- 
derosa para abordar algunos de los problemas de la metodología de las 
matemáticas. Al mismo tiempo, hay problemas que caen fuera del alcan- 
ce de las abstracciones matemáticas. Entre ellos, se hallan los problema: 
relativos a ls matemáticas informales (inbaltliche) y a su desarrolle asi 
como todos los problemas relativos a la lógica de la situación de la reso- 
lución de problemas en matemáticas. 


1 Church [1956),1, págs. 76-7. CE. también Peano [1894], pág. 49 y Russell y Whitehead 


(91043), 1, pág, 12 Esto forma pare integrante del programa euclideo, tal como lo 
formule Pascal en [1650]: cf. Lakacos [1962], Pág. 158. 


Con la expresión “escuela formalisca aludiré a aquella escuela de 
filosofía matemática que tiende a identificar las matemáticas con su 
abstracción axiomática formal (y la filosofía de las matemáticas con 
la metamatemática). Una de las enunciaciones más claras de la posición 
formalista se puede hallar en Carmap [1937]. Carnap requiere q 
la filosofía se substituya por la lógica de la ciencia...», (6) ula 16] 
de la ciencia no es más que la sintaxis lógica del lenguaje de la ciencia 
(9 «da metamatemática es la sintaxis del lenguaje matemático» (págs. xiñ 
y 9). O bien: la filosofía de las matemáticas ha de ser sustituida por 
la meramatemática 

El formalismo desconecta la filosofía de las matemáticas de la histo: 
de las matemáticas, puesto que, de acuerdo con la concepción formalis 
dels muténátioló Gs ¡04 danes, propitmmente hitos Cualquier] 
formalista estaría básicamente de acuerdo con aquella consideración de 
Russell, expresada «románticamente», aunque dicha con toda seriedad, 
según la cual las Laws of Though! (1854) de Boole constituyeron «el pri- 
mer libro jamás escrito sobre matemáticas»? El formalismo niega la 
condición de matemáticas a la mayoría de las cosas que normalmente se 
han considerado tales y no puede decir nada acerca de su desarrollo, 
Ninguno de los períodos «creativos» de las teorías matemáticas, y difícil- | 
mente alguno de los «críticos», habrían de ser admitidos en los cielos 
formalistas, donde las teorías matemáticas moran como los serafines, 
purgadas de todas las impurezas de la incertidumbre terrestre. Con todo, 
es frecuente que los formalistas dejen abierta una puertecilla trasera para 
los ángeles caídos: si resulta que, en el caso de algunas «mezclas de ma- 
temáticas con alguna otra cosa», podemos hallar sistemas formales «que 
has incluyan en cierto sentido», entonces también ellas pueden ser admi 
tidas (Curry [1951], págs. 56-7). Según esto, Newton habría de esperar 
siglos y siglos hasta que Peano, Russell y Quine le introdujesen en el 
ciclo al formalizar el Cálculo. Dirac es más afortunado, ya que Schwartz | 
salvó su alma mientras estaba aún vivo. Tal vez debamos aludir aquí a 
la paradójica condición del metamatemático: de acuerdo con las normas pa 
formalistas o aun deductivistas, no resulta ser un matemático ho- 
nesto. Dicudonné habla de la «absoluta necesidad impuesta sobre todo 
matemático que se preocupe por la integridad intelectual». (el subrayado, es 
mio) consistente en presentar sus razonamientos en forma axiomática 
((1939], pág. 225) 


Russell [1901]. Este ensayo se seimprimió como capitulo 5 del Russell [1918), con 
el tículo, «Las matemáticas y los menfísicos». En la edición de Penguin de 1953, la 
cita se halla en la pág. 73. En el Prefacio de su [1918], dice Russell de este ensayo: 
«Su tono queda en parte explicado por el hecho de que el editor me pidió que hiciese 
Y articulo “lo más romántico que pudiese». 


Bajo el actual dominio del formalismo, ve ve tentado a parafrascar 
i nt: Ta historia de las matemáticas que carezca de la guía de la 

lasofía se ha vuele mientras que la filosofía de las «n 

que vuelva la espalda a los más intrigantes fenómenos di 

de las matemáticas, se ha hect 

El «formalismo» es un baluarte de la filosofía del positivismo lógico 

| De acuerdo con éste, un enunciado es significativo sólo si es o bien 

tautológico», o bien empírico. Puesto que la matemática informal no 
es ni «tautológica» ni empírica, habrá de ser asignificaciva, un simple 
sinsearido. Los dogmas del positivismo lógico han resultado perjudi 
ciales para la historia y la filosofía de lus matemática, 


Estos ensayos tienen pos 
Ldologia de las matemát 


fin abordar algunos problemas de la meto 
metodología” en un senti 
do próximo a la «hcuristicant de Pólya y Bernays, así como a la «lógi 
<a del descubrimiento» o a la alógica de la situación»S de Popper. La 
reciente expropiación del términ 


utilizarlo e 


Uso la palabra 


metodología de las matemáticas” para 
mo sinónimo de “metamatemática? posee sin duda un cariz 
formalista, que indica que, en la filosofía Formalista de 
no hay lugar para la metodología en cuamo 1Óg; 


| matemáticas, 
ca del descubrimiento. 


3 Según Turqueue, los enunciados de Gádel carecen de significado (1950), pág. 
129). Turquere argumenta en contes de Copi, quien pretende que, puesto que son serdades 
+ prieri. auque no analíticas, refutan la teoría analítica del e priori ((1949] y [1950], 
Ninguno de ellos se da cuenta de que la p 


liar condición de los enunciados gódelianos, 
dende este punto de visa, comite en que estos teoremas pertenecen tala matemática 
informal y que de hecho discun 

caso particular 


la condición de las matemáticas informales en un 


+ Pólya [1945], especialmente pág. 102, 
esp. pá. 18 

3 Popper [1934] y también [1945], especialmente pág. 90 (o la cuarta edición, [1962], 
páx. 97): $ también 11957), pá. 147 y sige 

"8 Exto se puede ejemplificar, v. £., con Tarski [19309] y Taesk [19304]. En el primer 
artículo, Tarski utiliza el o sciencias deductivas» explicitamente como abreviatura 
¿le aciencias deductivas formalizadasa. Dice: «Las disciplinas deductivas formalizadas consti 
tuyen el campo de investigación de las meramatemáticas, aproximadamente en el mismo. 
sentido en que las ertidades espaciales constituyen el campo de investigación de la geome. 
tría. Esta formulación matizada recibe en el segundo artículo un curioso giro imperialista: 
las disciplinas deductivas constituyen el tema de estudio de la metodología de las ciencias 
deductivas en un sentido muy semejante a aquel en que las entidades espaciales constituyen. 
el tema de estudio de la geometria y los animales, el de la zoología. Naturalmente, 
"ho todas las disciplinas deductiva 


asi como (19451, 119624 


Bernaya (1947), 


« presentan en tna forma adecuada para ser obje 
dos de la investigación cientifica. Así, por ejemplo, no son adecuadas aquellas que no des 
cansan en una base 10 


50 is deinda, ls que mo poseen glas de inferencia precios) 
aquellas cuyos teoremas se formulan en los términos usualmente inexactos y ambiguos de 
lenguaje coloquial; en una palabra, aquellas que no están formalizadas. Las investigaciones 


metamatemáticas sc limitan, por tanto, ala discusión de las disciplinas deductivas formaliza 
das.» La innovación consiste en que, mientras la primera formulación decía que 
de estudio de la metamatemática eran las disc 


Se formalistas, las matemáticas se identifican con las pratemáti 
vas formalizadas. Más, ¿qué podemos descubrir en una teoria formaliza] 
E? Dos tipos de cosas. Primero, podemos descubrir la solución a pro] 
blemasque quina de Turing convenientemente programada resolve 


mo (como, por ejemplo: una pretendida prueba, ¿es 


6 no una prueba?) Ningún matemático tiene ningún interés en seguí 
el tedioso «método» mecánico prescrito por semejantes procedimientos 
de decisión. Segundo. podemos descubrir la solución de problemas (de 


Kipo: ¿es o no un teorema determinada fórmula de una teoría no-decidi 
ble? 


en los que nus podemos dejar guiar tan sólo por el «método, 


y buena suerte 


«intuición indisciplinad: 


Ahora bien, esta fría alternativa entre el racionalismo de 
la ciega adivinanza no val 


ación en torno a las matemá 


una máquina 


y el irracionalismo. para las m 


vivas?: una investi as enforma 


trará una rica lógica situacional para los matemáticos operantes, una 


Formulación dice que el tema de estudio de la metamatemárica se limita a las disciplinas 
deductivas formalizada: 


emifia Ello estrada que la prehisri 

de vas teoría de la evolución plenamente ciemiia. Nadie pondei 
ado que siguros prollemas de una tcora muemátict slo se pueden abordar 
E de que Haga ado formalizada, del mismo modo que algunos problemas acerca 
ds de se uan. Con todo, pocos deducian de adí que loz seres bumanos sólo 
o tano, las investigaciones biológicas se limian a la discusión de cadáveres 
O orme sorprendería que idenificass la biología con el aná de cadáveres 
Sigon discpulo escusiasta de Ves, en aquellos díss gloriosos dela arar 
los que emerga el muevo y poderoso método de la disección 

den irutacó de su LIOA1], Tarek ampli su actiud negativa hacia la posibilidad 
de cuntquicr po de metodología que no sex de los sitemas formalindos: «Un curo 
e odolbga de las ciencias empinicas.. debe limito en gran medida a llevar 
determinadas vegas» (bid 


frene a lo que o 
el tema de cxcud 


res humanos (relativos, digamos 


= Uno de los caprichos más peligrosos de la filosofía formalista es el hábico de (1) 
enunciar algo (correctamente) acerca de sistemas formales; (2) decir después que eso 
1 1OS). pág. 87 que seso refleja la situación matemática característica; el matemático 
de na prueba ardimarís (informal) constituye una empresa muy delicada, y encontar 


uros matemáticos pueden co 


ne 


COrrnrnrnnrrsnnnaso” 


e» 


..os 


=ha tenido lu 


AS 


ica de la situación que ni es mecánica ni irracional, y que no puede 
ser reconocida mi menos aún estimulada por la filosofía formalista 
La historia de las matemáticas y la lógica del descubrimiento matermá 


tico, es decir, la filogénesis y la ontogénesis del pensamiento matemái 


cof, no se puede desarrollar sin la crítica y rechazo final del formalismo. 
Sin embargo, la filosofía formalista de las matemáticas posee raices 
muy profundas. Se trata del último eslabón de la larga cadena de 


filosofías dagmáticas de las matemáticas. Durante más de dos mil añes, 
discusión entre de 


tienen que 


vos y escépticos, Los 
erdad y saber que 
Tí hemos alcanzado, sirviéndonos para ello del poder de nuestro intelecto 


dogmáticos alcanzar la 
y/o sentidos humanos. Los escépticos, por otra parte, o bien sostienen 
que no podemos alcanzar la J en absoluto (si no es con ayuda 
de la experiencia mística), o bien que no podemos saber si la hemos 
alcanzado o sí podemos alcanzarla. En este gran debate, en el que 
los argumentos se ponen una y otra vez al día, las matemáticas han 
constituido la orgullosa fortaleza del dogmatismo. Siempre que el dog, 
matismo matemático de la ¿poca entraba en «crisis 


suministraba de nuevo genuino rigor y fundamentos últimos, restauran: 
do con ello la imagen autoritaria, infalible e irrefutable de las matemáticas, 
«la única Ciencia que Dios ha tenido a bien otorgar hasta ahora a 
la humanidad» (Hobbes [1651], pág. 15). La mayoría de los escépticos 
se rindieron ante el carácter inexpugnable de este reducto de epistemob: 
gía dogmática9. Ya es hora de lanzarle un reto. 

El micollo de este caso estu 
matemático, si bien no afecta 


ado pondrá en entredicho el formalismo 
directamente a 1 


posiciones últirras 
del dogmatirno ouenállza, Su modesto objairo Estalta es elaborar 
la idea de que las matemáticas informales y cuasi-empíricas no se desario- 
llan mediante un monótono aumento del número de teoremas indub: 
blemente establecidos, sino que lo hacen mediante la incesante mejora 
de las conjeturas. gracias a la especulación y a la crítica, siguiendo 
la lógica de pruebas y refutaciones, No obstante, puesto que la metamate- 
mática es un paradigm 


de matemática informal y cuasi-empírica, que 


* Taro H. Poincaré como G. Pólya proponen aplicar la aley fundamental biogenétca» 
de E. Hacckel sobre la recapitulación que la ortogenia hace de la filogenia al desarrollo 
mental y, en particular, al desarrollo mental matemático, (Poincaré [1908], pág. 135 y 
Pólya [1942b].) Para citar a Poincaré: «Los zoólogos sostienen que el desarrollo embriológico 
de un arimal recapitula en breve toda la historia de sus antecesores a lo largo del 
tiempo geológico. Parece que ocurre lo mismo con el desarrollo mental... Por esta razón, 
la historia de la ciencia debiera ser muestra guía prineipale (traducción autorizada de 
CB. Halsted, pág. 437) 
» Parr una discusi 


eéptica, ef. mi (1962) 


p recimiento rápido, este ensayo pondrá 
vna etapa dec ñ 
de juicio por implicación el moderno dogmatismo 


está abora € 
también en tel 
El estudioso de la histori 


matemático ; 
maconocerá en se propio campo os pate 
, Sel a reflejar la dialéctic 


nes aquí descritos. 


a forma dialogada. det 
cs pensada as paía que comica 
; La histi 


de ser tenidas, por tanto, € 


nro 


una especie de / 


reconstruido o «destilada». real reso mayoría 


enales ha sayo 


1 U 


Problema y una Conjetura 


El diálogo tiene lugar en un aula imaginaria. La clase se intere 
por un prom 


el número de aristas, 


clación entre el número de véxices, Y, 
A, y el múmero de caras, C, de los poliedros, 
especialmente de los poliedros regulares, análoga a la relación trivial que 
hay entre el número de vértices y aristas de los polígonos, a saber, 
que hay tantos vértices como aristas: 1/= 4? Esta última relación nos 
permite clasificar los polígonos de acuerdo con el número ce aristas 
(o vértices): triángulos, cuadriláteros, pentágonos, etc. Una relación 
similar permitiría clasificar los Poliedros 
Tras muchos en 
dos regulares Y — 


ayos y errores, constatan que para todos los polie 
4 + C=21, Alguien aventura que eso se puede aplicar 


muy fácilaweme según el múmero de sus lados que, por supscsto, Hempre ES Igual al 


roblema mucho más difícil, puest 


que el solo número 


el de puntos y limas de la superficie del pp ho : 


le los concep 


vita además del número 


olíedro determinan su caricter (topológ, 
estuviese descoso de subrayar la novedad de su marco 


Í 


| 


está a punto 


Una Prueba 


.mos llegado a una conjetura 
do poliedro 1 — 44 C=2, 
istas y C 


Marsreo: En nuestra última lecci 


relativa a los poliedros 
es el número de vé 
La hemos cc 
¿Ha hallado alguica un: 


número de a 


número de caras. istado de diver 


maneras, per 
aún no la hemos probad prueba 
ALUMNO 


Soma he de adm 


«Por lo que a mí respecta, que 
capaz de idear una prueba estricta del teorema... Sin 


stablecido en ta 


embargo, puesto que su verdad se ha os. 456 
no puede haber duda de que vale para cualquier sólido, Así. 


3, Pero si usted tiene 


a propos 


ente demostrada 
ción parece estar satisfactoriamente dem 


una prueba, preséntela, por favor 


EEprual y que tuviese que inventar el término series (arista) en vez del viejo «atm 
xo que ñ poligonal, cu 

si bien, por otro lado, mantenía aún el término 
E e, 8€ ha acEp mente que la prioridad 

LA base de esta ión es un manuscrito 

en París a partir de original en 1675, 

her de Cáreil en 1860. No se debería conceder 

'eviamente ¡una cualificación menor. 


aíus eca un Concepto que él quería ers uno 


alas solidas» (ámgulo sólido) 


Pr us véricós pulmvales, E 


Descane 


En este resultado pertenece 
de Descartes (c. 1939), copisdo por Leibmi 
y sedescubieno y publicado por 
la prioridad a Descartes sin hacer Es cierto que 
Descartes afirma que el número de ángulos planos es igual a 29+2a—4, donde por 
pora. el de ángulos sólxios. También es cierto que 
mos que de aristas (latera), La conjunción de ambos 
la fórmula de Fuler, Mas Descartes no vió la wilidad: 
en términos de ángulos (planos y sólidos) y 


número de cas 
doble de ángolos 


Y entende el 


a, por supuesto, 
de hacerlo, puesto que seguía pensand 


> conceptos de vénices Ole 


E Fuler contrastó bastante concienzudamente la comi en busca de consecuencias 


La comprobd para el caso de prismas, pirimides y demás. Podría haber añadido que 


cuerpos regulares eS también una consecuencia 


de Ponjetara. Otis consecuencia probable es la proposición hasta ahora corroborada 
Le de caras y rata en el so de V— 1 C=2 se discute en POLA 


"del tercer Capítulo, págs. 35:41). Pdlya de 


Abd. el ocuparse de la fase de prahor, aunque senals, por supuesto, la necesidad 
de ura heurísrica de »problemas a probar» ((1945], pá Nuestra discutió comienna 
dlí dance se detiene Pólya 


ire Lalacos 


Maestiw: En realidad, tengo una que consta del siguiente experimen: 
to mental. Paso 1 


imaginemos que el poliedre 
superficie hecha de goma fina. Si recorta 


sobre el encerado sin 
y aristas se deformarán, las aristas pueden hacerse 
1 no se alterarán, de modo que si W— 14 C=2 
al, en esta red plana tendremos que 1/— 


curvas, pero 1 y 


bliedro orig 


14 C=1 
(recuérdese que hemos eliminado una cara). (La Fig. 1 muestra la 
red plana en el caso de un cubo.) Paso 2: Triangulemos ahora nuestro 


mapa, pues en realidad se asemeja a un mapa geográfico. Trazamos 
diagonales (tal vez curvilíncas) en esos poligonos (quizá curvilincos) 
que no son ya triángulos (posiblemente curvilíncos). AL dibujar cada 

'onales, aumentamos tanto .] como € en uno, de medo 
que el total de 1—.14C no variará (fig. 2). Paso 3: Eliminamos 
ahora los triángulos, uno a uno, de la red triangulada. Para eliminar 


una de las día 


Fig. 3, 


un triángulo o eliminamos vna arista, con lo que desaparece una cara 
y una arista (fig. 3(a)), o eliminamos dos aristas y un vértice, con 
lo que desaparece una cara, dos aristas y un vértice (fig. 3(0)). Así 
pues, si antes de la eliminación de un triángulo teníamos que 
V— A+ C= 1, después de climinarlo seguirá siendo así. Al final de 
este proceso obtenemos un solo triángulo, en cuyo caso 1/— 44 C=1 
es verdad. Por tanto, hemos probado nuestra conjetural. 


1 Esta idea de prueba surge de Cauchy [18134]. 


Pruebas £ refuracione > 


Anumno Deura: En esc caso, debería usted llamarla feorema, puesto 
ya no hay en ella nada conjetural$. 
gue conis 
Auuuso Anta: Me extraña, Veo que este experimento puede realizar 
se con un cubo o un tetracdro, mas ¿cómo 
se puede realizar con 
Señor, de que cuul 


verle quitado una cara? Veo 


voy a saber que también 


jesrá usted 


(quier poliedro? Por ejemple guro, 


ler poliedro se puede estirar poniéndolo plano sobre el 


dudas acerca de su 


encerado, tras hn o mis 
primer paso. 
Auuuno Bera usted 


se obundrá siempre una meva cara por cada nue 


seguro de que al triangular el mapa 


“arista? Tengo mis dudas 


sobre su segundo paso, 

ALumso Gama: ¿Está usted seguro de que sólo hay dos alternativas 
(la desaparición de una arista o de dos aristas y un vértice) al «liminar los 
Sriángalos uno a uno? ¿Está usted seguro incluso de que mor quedamos 
con na solo triángulo ul final del proceso? Tengo mis dudas sobre su 
tercer pasoS. 

Marstro: Por supuesto que no estoy seguro. 

Aura: ¡En ese caso estamos peor que al principio! ¡En lugar de 
una conjetura tenemos ahora tres como mínimo! ¿A eso llama usted 
una «prueba»? 


Marsrro: Admito que pueda ser un tanto confundente aplicar a 
este experimento mental el nombre tradicional de «prueban, pues no 
considero que establezca la verdad de la conjetura 


Derra: ¿Qué es lo que hace entonces? ¿Qué cree usted que prueba 
una prueba matemática? 


Maestro: He ahí una sutil pregunta que trataremos de responder 
más tarde. Mientras tanto, propongo que mantengamos el venerable 
término técnico «prueba» para aplicarlo a un experimento mental (0 «cuasi. 
experimento») que sugiera una descomposición de la conjetura original en subconje- 
turas 0 lemas, incorporándola asia un cuerpo de conocimiento tal vez 
muy lejano. Nuestra «prueba», por ejemplo, ha incorporado la conjetura 
original (relativa a cristales o, digamos, sólidos) a la teoria de las 


ón de Delta de que esta prucba establecía el «teoremas más allá de toda 
>mpartida por muchos matemáticos en el siglo diecinueve, por ejemplo, Crelle 
págs. 668-71, Marrhiessen [1865], pág. 349, Jomquieres [1890a] y [18905] 
Para citar un pasaje caracterstico: «Tras absolutamente 
indudable que la clegante relación “4 > de poliedro» 
val como enunció Euler en 1752. En 1811, todas las indecsiones deberian desaparecer» 
Jonquiéres [18900], págs. 11-12, 
» La clase es más bien avanzada. Estas dudas ms 
y muchos otros excelentes mutemáticos del diecinuese, 


prueba de Cauchy, se hin 


se le ocurrieron a Cauchy 


Critica de la Prueba mediante Contraejemplos locales pero 
no globales 


Marsruo: Esta descomposición de la conjetura, sugerida por la 


prueba, abre nuevas perspectivas para la contrastación. La descomposi 


de m: 
ortunidades en li 
Gauna 


tres « plicar contracjemplos! 


Ya he expresado el desagrado que me produce su tercer 


lema (a saber, que sólo tenemos dos posibilidades al ir eliminando! 


7 El experimento mental (def) es el patrón de prucba matemática más ancigu 


prevaleca en las matemáticas griegas precuclideas (cf. Szabó [1958)) 


Para los matemáticos antigvos, era un común el hecho de que las conjemra 


de la precedencia heurística del womiliio sobre la «s/ntrr 


(Para una excelente discusión 


1, pág. 10), Los griego 


resultados accidentales derivados de la prueba de un teorema o de la solución de un 
problema, resultados que no habían sido directamente buscados, sino que aparecían por, 
una especie de hallazgo feliz fermaion) o premio (kerdos) (ibid. 1. pág. 278). En el 
sumario editorial a Euler [1756.7), leemos que los teoremas aritméticos «facron descubiertos! 
mucho antes de que su verdad fuese confirmada mediante demostraciones rígidas». Tanto! 
descubrimiento, en lugar del viejo de uenilxir (bid.). La precedencia heurística del resutado] 
sobre el argumento, del teorema sobre la prueba, está profundamente enraizada en ell 
folklore matemitico. Ctemos algunas variaciones sobre un tema familiar: dícese que] 
Crisipo habría escrito a Cleames: «Limitate a enviarme los teoremas, ya encontrar! yO! 
las pruebas» (cl. Diógenes Lacrcio [e 200), VIL, 179). Se dice que Gauss se hubria 
quejado; «Hace mucho tiempo que he obrenido los resultados, pero aún no se cómo] 
voy a llegar a ellos» (cf. Arber [1945], pág. 37). y Riemann: «¡51 20lo tuviese los ssl 

4 

¡ 


1 

1] 

del asunto, véase Robinson [193G)) Según Prado, «... es... necesario conocer previamente! 
la que se buscin (Heidh (1925). 1. pg. 129), «Dicen que un tcirema en lo que el 
propone con vistas a la demostración de la misma cosa propuesta», dice Pappo (bid. 
pensaban mucho cn las proposiciones con las que se topaban 


Entonces hallaria las pruebas con bastante facilidad». (Cf. Holder [1924], pág, 487,) Pólya 
subraya: «Tiene usted que conjeturar un teorema matemático antes de probarlo», ((1053), 
vol. 1, pág, vi) 

El término acuoriexperimentos proviene del mencionado sumario editorial a Euler [1753] 
Según el editor: «Puesto que hemos de referr los múmeros tan sólo al puro intelecto. 
ficilmente podemos comprender cómo es que las observaciones y cuarixperimentor pueden! 
ser útiles en la investigación de la naturaleza de los múmeros. Con todo, de hecho] 
como mostraré aquí con muy buenas razones, las propiedades de los números conoridas 
hoy día han sido descubiertas en su mayor parte por observació gún la traducción 
de Polya; en su [1954], 1, pág. 3, atribuye erróncamente la cia a Euler 


los triángulos de la red qu guiente triamgula 


Sospecho que puedan aparecer otros patri inar un triáng 
Marsrko: Una sospecha no e 

Gaxma: ¿Entonces, es 

Marsruo: Ciertamense 
pero no pueden igr 

Zera laparte]: Obviamente 


las conjeturas son muy distintas de 
Gauna: Propongo un contracjemplo trivial. Tomemos la red trian 
gular resultante de realizar las dos primeras operaciones en un cubo 
(Ag. 2). Si quito ahora un triángulo del interior de la red, como quien 
n sólo 
el tercer lema es falso; y no sólo en el caso 
de un cubo, sino también en el de cualquier poliedro, excepción hecha 
del tetracdro, en cuya red plana todos los triángulos son triángulos 
en la frontera. Así su prueba demuestra el teorema de Euler para 
el tetraedro; pero ya 
V— A+ C=2, ¿por qué probarlo, entonces? 

Marsruo: Está usted en lo cierto, Pero dese cuenta de que el 
cubo, contraejemplo del tercer lema, no es a la vez un contraejemplo 
de la conjetura principal, puesto que en el cubo 1 — A+ C Ha 
mostrado usted la pobreza del argumento, de la prueba, pero no la 
falsedad de nuestra conjetura 

Aura: ¿Entonces, desechará usted su prueba? 

Marsrko: No; la crítica no es necesariamente destrucción. Mejoraré 
mi prueba para que se sos 

Gamma: ¿Cómo? 

Maestro. 


quita una pieza de un rompecabezas, lo quito sin retirar 


vértice O arista. Así, 


sabíamos que en el caso del tetraedro 


jga Frente a la crítica 


Antes de mostrar de qué modo, permítanme introducir 
siguiente terminología. Llamaré «contracjemplo local» al ejemplo 
que refute un lema (sin refutar necesariamente la conjetura principal), 
y llamaré «contraejenplo gíobal» al que refute la propia conjetura principal. 
Así pues, su contraejemplo es local y no global. Un contraejemplo 
que sea local pero no global critica la prueba y no la conjetura 

Gana 
no la demuestra. 

Maestro: Pero puedo elaborar y mejorar fácilmente la prueba, sustitu 
yendo el lema falso por otro ligeramente modificado que no refute 
su contraejemplo, Ya no pretendo que /a eliminación de cualquier triángulo 
siga uno de los dos patrones mencionados, sino tan sólo que, en cada estadio 
de la operación eliminadora, la eliminación de un triángulo de la frontera sigue 
amo de esos patrones. Volviendo sobre mi experimento mental, lo único 
que tengo que hacer es insertar una simple palabra en mi tercera etapa; 


sí pues, la conjerura puede ser verdadera, pero su prueba 


SOON 


COEGOEERAIAIA CTI... 


T 


triángulos 
> ¡ 


mos ahora los 


:os uno a uno». Estará uste era necesaria] 


»cho de los diez triángulos, Al climuinar 
un triángulo de 1 
ún vértice, lo que hace cambiar U— «14 C 


con los dos triángulos desconexos 9 y 10, 


en el orden dado en la fig. 4 


| 


L octavo triángulo 


que a estas altu 


1 1, y nos quedamos 


Marsrro: Bueno, podría salvar la cara diciendo que por un triángulo! 
fronterizo entendía uno cuya eliminación no desconi 
embargo, la honestidad intelectual me impide hacer ca 
en mi posición media 
decir...» Por tanto, 
versión de la op 


se la red. Sin! 


nbios subrepticios 
enunciados que empiecen con «yo quería 
admito que tengo que sustituir ahora la segunda 
ación de eliminación de triángulos por una tercera 
versión: eliminemos los triángulos de modo que no se altere /— 14 € 

Kara: Concedo generosamente que el lema correspondiente a esta 
operación es verdadero 
a uno de manera que 4 
no se alter 

Maestro: No. El lema dice que /os triángulos de nuestra red se pueden 
mumerar de tal modo que, al eliminarlos en el orden correcto, V— A+ Cm va? 
riará hasta llegar al último triángulo 

Kara: Pero, ¿cómo se habrá de construir este orden correcto. si 
es que existe después de todo?? Su experimento mental primitivo Sl 


a saber, que si eliminamos los triángulos uno! 


1-4 C no se altere, entonces Y — 14 


1 Al corregir una prueba de Fuler de un modo similar, Lhwilicr dice que hizo solamente! 
«una observación trivialo ((1812-130], pág. 179). Con todo, el propio Euler elimnó la 


prueba porque se dió cuenta de la dificultad, sin ser capaz de hacer esa wobserración 
Friviato 
' Cauchy pensaba que la instrucción consistente en hallar'en cada etapa un eriángulo! 
eliminsble, sev eliminando dos aristas y un vértice, sea climinando una arista, ea triviabmente 
> (JÍSI30]. pág. 79). Esto se relaciona con tu inexpacidad | 
para imaginar un poliedro que no sex homeomorfo con la erfera | 


realizable para cualquier polied 


Su experimento mental modificado daba la instrucción 


ángulos de >rden. Ahora dic 


usted que 


debieramos seguir un orden definido, pero no nos dice de qué orden 
se trara ni si existe, después de todo, Así pues. el experimento mental 
se desmorona, Usted mejoró el análisis de la prueba, es decir, la lista 


de lemas; pero ha desaparecido el experimento mental que usted denomi 


naba «la pruel 
Ro: Sólo ha desaparecido el tercer paso. 
Kara: Además, ¿acaso mejoró usted el lema? Sus dos primeras versio 


nes simples al menos parecian trivialmente verdaderas antes de ser 
refutadas; su extensa versión parcheada ni siqui 


plausible 


a ofrece un aspecto 
Puede usted ercer realm 


1 la refutación? 

Maestro: Muchas proposiciones -«plausibles» o incluso «trivialmente 
verdaderas» usualmente resultan pronto refutadas; las conjeturas sofísti 
cadas e implausibles, maduradas en la crítica, podrían dar en el blanco 


Omrca: ¿Y qué ocurre si incluso sus «conjeturas sofist 
falsadas y ahora ya no puede usted sustitui 
¿O si mo consigue mejorar aún más el 


las por otras sin falsar? 
gumento mediante parches 
locales? Ha conseguido usted superar un contraejemplo local, que no 
global, sustituyendo el lema refutado, pero ¿qué pasa si no tiene usted 
éxito la próxima vez? 


Maestro; Buena pregunta; tomaremos nota de ella para ma 


4. Crítica de la Conjetura mediante Contraejemplos Globales 


Arra: Tengo un contraejemplo que falsa su lema primero, aunque 
también resulta ser un contraejemplo de la conjetura principal; es di 
es así mismo ua contraejemplo global. 

Marsrro: ¿De veras? Veámoslo. 

Atra: Imaginemos un sólido limitado por un par de cubos encajado 
uno dentro del otro; un par de cubos, uno de los cuales está dentro, 


aunque sín tocar al otro (fig. 5). Este cubo hueco falsa su lema primero, 


y Ine Lalara 


usted refutar ahora nuestra conjetur 


superficie 


Aura: Ciertamente. Tomemos dos tetraedros con un ángulo común 


(fig. 6(b)), o bien tomemos dos tetraedros con una arista común (fig, 
6(a)). Ambos gemelos están conectados; ambos constituyen una sola 
superficie, pudiéndose comprobar que en ambos casos U= 44 C=3. 


=== 


NÍ 


(0) Fig. 6. 10) 


Maestro: Contraejemplos 2a y 2b%3, 

Deura: Admiro su perversa i 
no quise decir que cu 
Por poliedro entendi 
en cada arista se encon 


ginación, pero, como cs natural, 
mier sistema de polígonos fuese un poliedro. 
un sistema de polígonos dispuestos de medo que (1) 
usen exactamente dos polígonos y (2) fuese posible 
e da imc. de oa pos el inter de sró Eguna md cams 900 
mo ersce nunca una arista por un vértice. Sus primeros gemelos quedarían 
excluidos por el primer criterio de mi definición y los segundos, por 
el segundo, 

Marsrro: 

ALra: Admito su perverso ingenio para inventar definición tras 
definición a modo de barricadas contra la falsación de sus ideas predilec- 
tas. ¿Por qué no define ya un poliedro como un sist 
para el que se cumple la ecuación M—=4+C= 
Perfecta... 

Kara: Def. P1S. 


Def. 34 


ma de polígonos 
? Esta Definición 


%3 A Lives se le escaparon los Conragjemplus Za y 2 
vez primera an sólo por Heisel (11832), pág. 13) 

MY Definición 3 aparece por primera vez par excluic los tetaedros gemelos, en 
e o Deia oca e siga 
de eno modernos al modo autoritario umal de do tomas o lo dejas; la hiseria de 
SS tiamsfondo de excusión de monstruos (que al menos la explicaría) no se cuena (por 
jemplo. Hilbert y Conn-Vowen [1950], pág. 290), 

VE La Definición P, según la cual la cuerianidad sería una caracteristica defnioria 
de los políedros, fue sugerda de hecho por B. Baltzer: «Los poliedros ordinarios se 
Seoomiban ajgunas veces (siguiendo a Mene) poliedros aulerianos, Sería más apopiado 
ala un some special para los policros "ao-gemuinos. (amegnfcde)o (1862), vol 


ado descubiertos por 


ALFA 
Deura 
ser falsado mediante monstruos, 
Maestro: La 
contracjempl 

Si un contracjemplo ha de constituir 


zanjaría para siempre la disputa, Nc 


Pero no hay en el mundo un solo teorema que no pueda 


lento interrumpirles. Como hemos visto, la refutación 


ys depende del s > de 


media s términos cn 


cuestión una exit 

fomos de ponernos de acuerdo acerca del significado de 
definiendo el término allí donde 
Por mi parte, yo no he definido 
idad con el co1 


a objetiva, 


1os. Podenros alcanzar semejante acuer 


poliedro», sino que suponía una fam 
de capacidad de distinguir lo que es un poliedro de lo que no lo es 
lo que algunos lógicos denomin 
de poliedro. Y ha resultado que la extensión del concepto no era en 
absoluto obvia rraejemplos, es frecuente que se propongan 
efiniciones y que se discuta sobre ellas. Sugiero que consideremos ahora 
todas juntas las definiciones rivales, de 

de las diferencias en los re 


es decir, 


n conocer la extensión del concepto 


cuando emergen co 


ndo para más tarde la discusión 
ultados que se derivan de la elección de 
distintas definiciones. ¿Alguien puede ofrecer algo que incluso la defini- 
ción más restrictiva autorice como contraejemplo real? 

Kara: ¿Incluyendo la Def. P? 

Marsrro: Excluyendo la Def. P. 

Gauua: Yo puedo hacerlo. Miren este Contracjemplo 3: un poliedro 
estelar que llamaré un erigo (fig. 7). Consta de doce pentigonos estrella- 
dos (fig. 8). Posce 12 vértices, 30 aristas y 12 caras pentagonales; 
pueden ustedes comprobarlo contándolos, si quieren, Asi pues, la tesis 
Re Descartes-Euler no es en absoluto veridadera, ya que en este poliedro 
V— A+ C=61 

Dira: ¿Por qué piensa usted que su «erizo» es un policdro? 

Gauna: ¿No lo v Se trata de un poliedro cuyas caras 
son los doce pentágonos estrellados. Satisface su última definición, 


usted? 


POR AUT Ta referencia a Hessel no es justa pues Hessel usaba el término «culeranon 
A tomo abreviatura de poledro en el que se cumple la relación de Ealer, 
a los moculenanos (JIS32], pag 19). Para la Di. P véme también 
la cia de Sehlái en la nota 16, más abajo. 

o en discutir el serizos fue Kepler en su ¡coria commológica ([1619) 
a pag. 72 y pág. 023, y Lá. V. Cap. L, pág, 253, Cap. MI, 
0 y Cap. IX XLVID. El nombre serizos es de Keple (aca men Eshim fi) 
e copiada de mu libro (pág. 79), que tiene también oo dibujo en la pá 
AS Torbri independitmémente y fue él quien señaló que no se le aplica 
oie Euler (U8IOL, mag, 48), El nombre ahora usual de «pequeño dodecsedro 
os panences a Cayley CIESO], pág, 125). Sehlif admntió los poliedros esteiados 
<A general, pero con o estro pequeño dadecacdro estrellado 


rechazó por monstruos 
Según él de un poliedr 
A Cm do ((1852), $ 3) 


Fig. 7. Poliedro 


de Kepler; cada 
cara va sombread 


da de manera diferent 
Para mostrar qué triángulos pertenecer 
a la misma cara pentagonal 


pues se trata de un asia 
(1) en cada arista se e: 
posible pasar de cualqui 
un vértice del poliedro». 


Dura: Pero, entonces, usted ni siquier, 
¡No cabe duda que un pentágono estrellado mo ez yn 
Poligono es un sistema de aristas dispuestas de tal 
Vértice 1e enctuntren exactamente 
Puntos en comin, exccpción 
Marsrao: Llaménosta Def. 4. 
Gamma: No veo por 
«cfinición correcta de polf 
Marsrmo: Def. 4 
Gamma: La segunda cláusula nada 
de un polígono. Mire, 
estrellado. es 


a sabe lo que es un polígeno, 


polígono! Un 
modo que (1) en cada 


qué incluye usted la segunda cláusula. L 


igono debería contener solamente 5 


la primera. 


tiene que ver con la esencia 
si levanto un poco una arist 
£S ya un polígono incluso en su semido. 
delia Polígono ha de ser pintado con tiza sobre el encerado, Ea 
debiera imaginarlo como una estructura de madera e alo 
claro, que lO que usted considera como uo punto coman qe en 
tdi” Puato, sino dos puntos distintos, uno sobre el oq. Ya 
confusión se debe a incluir el py 


olígono en un plano; debería dear 
Que sus piernas se estiraran en el espacio! 


el pentágono 
Usted imagina 


17 La disputa acerca de si se debiera o no deñn 


los polígonos estrellados (Def. 4 0 Def. 4) es 
en muestro diálogo (que los poligonos caen 
ndo se incluyen en un espacio de dimensiones euperioces copas ordinarios 


Derra: ¿Le importaría dec» 


estrellado? ¿0), acaso diria usted q 1os no tienen área? 


Gauma: ¿Acaso no fue usted mismo quien dio que un poliedro 
ho tiene nada que ver con la idea de solidez? ¿Por qué sugerir ahora 


la idea de polígono haya de conexionarse con la idea de área? 
gue 


de once no convenir que un poligono 
A O 
empecim usted en su idea, estoy dispuesto a definir el árca del polígono 
< Mausrao: Dejemos por el: momento esta disputa y procedamos 


1es. Consideremos conjuntamente las dos últimas definiciones, 


== 005. Asi, Po 1, al defender 
A A O 
e 
Ade paren que les) desaparecen completamente en el tratamiento analtco, donde 
haiveros especies de poligonos son totalmente insepambles. A la arista de un polígono 
tegular le cotespunde "vos ccución con ro solo que sun simlincrene 
o 
A 
del soga y user ops. Comet, ado le sia e un abono repr 
Se puedo derciminar el radio de un circulo <a el que se pueda Inriblr, aunque 
Haro 2 cabo, se encontrarán tres ccculs difrences correspondientes la o spero 
obeso % 2 pueden comal sobre la arta da; lo mismo ocurre para os 
apa los anto, ¡có jeailicado VEnorgarrdl iodo poligono! eu cib 
mn nas cacalaóio GOL. par 20), Seder vclon el argurent Fanta 
so enteros ha resultado muy fructífero en álgebra; ello sugiere que tratemos 
Sean le meo en qcasel alme qe e prendl Ialcica dies, 
Pig. 30), Mura a Continuación que podemos hallar una interpretación geomética del 
Ecepto de poligono de pl lados en los polígenos|cstrildos, 
A A a A e 
escrelador, no es un farol. Alganos de aquellos que defendían el conceo amplio de 
o tea de 
dados rete: Podemos omar des dl poligono como la sona de tra 
A 
AS O 
cn A 
a e 
e e 
do 
A eo aci a 
A 
Fire Al nome ssminicrado por cmo ccoo, por más que los defense de Y ani 
er 
ai 
Co 


la Defod yla 


poner 


un contraejemplo de nuestra 
mbas definiciones de 0 


tura qu 
Aras Considérese 
9). Se trata de un polie 
asta ahora propuesta: 


y caras, hallará que | 


ig. según cualquiera de las definic s 
Con todo, s: 6 


cuenta usted | 


Marsro: Contracjemplo 410, 

Bera: Asi que éste es el fin de muestra conjetura 
una pena, después de haberse sostenido en tantísimos caso: 
que no hemos hecho más que perder el tiempo. 

Aura: Delta, estoy sorprendido. ¿No dice usted nada? ¿No puede 
usted aniquilar este contraejemplo mediante una definición? Pensé que 
no había hipótesis en este mundo que usted no pudiese salvar de 
la falsación mediante un conveniente truco lingúístico, ¿Se rinde usted 


ahora? ¿Acaso acepta usted al fin que existen policc 
¡Increíble! > j ten poliedros no-culeri: 


Deura 


Realmente, es 
s. Pero parece 


Realmente, debería usted hallar un nombre más apropiado 


para sus plagas no-culerianas, sin confundirnos a todos denomirird 

E ¡ros a todos denominándols 
«poliedros». Sin embargo, pierdo gradualmente interés por sus mon: 
truos. Vuelvo disgustado la cabeza ante sus lamentables «policdros), 
para los que no vale el bello teorema de Euler20, Yo busco el orden 


1 También encontramos el Cotragenplo 4 cn lar 

en la pág. 185: una vez mis, Cergonas añacia que le cuca oe o ao 
conocia emorce años más rado Grance (18 
años después (11858). pag. 07), 


Sin embargo, no 0 
ni tampoco Poinsor cuarenta Y cinco 
20 Se trata de una parifrasis de una carta esc 


«con un espasmo de hu 
(11893) 


sita por Hermite a Stieljes 


Rerroccdo 
orror ante esta plaga lamentable de 


funciones que no tienen derivadas: 


5] 


| 
| 
| 


5, miei que usted sól 
y la armonía en las matemáticas, mie n 


Nuestras posturas son irreconciliables 


propaga 
aldad de los 


y «resuelve» usted | 


ted de la an a perder 


Abomina 


rquistas por echar 


dificultades cor 


Saciones verbales 
MarstRo: 
Aura: ¡Querrá usted decir el último trucc 

contracción del concepto de «poliedro 

cales en lugar de resolverlos 

Dezra: No soy yo quien contrae los conceptos, 
los expanda 
oliedro genuino, 

Po Aura: ¿Por qué? 

Deura: Tome usted un punto arbitrario en el «tunel», en el espacio 
limitado por el marco. Pase ua plano por dicho punto y hallará que 
dicho plano posce siempre dos secciones distintas con el marco, formando 
dos polígonos distintos y totalmente desconexos. (fig. 10.) 

Arras ¿Y qué 

Deuras En el caso de un poliedro gemino, por un punto arbitrario del 
espacio habrá al menos sn plam cuya sección con el poliedro constará de un 
solo polízono. En el caso de los poliedros convexos, todos los planos 
cumplirán este requisito, sea cual sea el lugar en que tomemos el 
punto, En el caso de los poliedros cóncavos ordinarios, algunos planos 
tendrán más intersecciones, aunque siempre habrá algunas que sólo 
tengan una (fig. 11, (e) y (0). En el caso de este marco de cuadro, 
si tomamos el punto en el túnel, todos los planos tendrán dos secciones, 
¿cómo puede usted entonces llamar a esto un poliedro? 

Marsmo: Esto parece ser otra definición, aunque esta vez es una 
definición implícita. Llamémosla Def. 5%. 


mos la última definición de rescate 


lingúístico, la última 


| Delta disuelve los problemas 


Por ejemplo, ese marco de cuadro no es en absoluto un 


+1 «Las investigaciones acerca de... funciones que violan leyes que uno esperaba que 
fuesen universales eran consideradas casi como la propagación de la anarquía y el caos 
sil donde las generaciones pasadas buscaban el orden y la armonía» (Saks [1933), Prefacio). 
Saks alude aquí a las enconadas batallas entre excluidores de monstruos (¡como Hermite!) 
y refutacionisas, que caracterizaron en las últimas décadas del siglo diecinueve (y, ciertamen- 
le, el tomienzo del veinte) el desarrollo de la moderna teoría de las funciones reales, 
«la rama de las matemáticas que trata de los contraejemplos» (Muntoe [1953], Prefacio). 
La Estalla también enconada que se desencadenó más adelante entre los oponentes y 
protagonistas de la logica matemática modersa y la teoría de conjuntos fue una continuación 
direc de ésta. Véanse también las notas 24 y 25. 

2 La Definición $ la propuso el infatigable excluidor de monstruos E. de Jonquiéres, 
4 in de quiarse de encima el polícdro de Liwilier con un túnel (el marco de cuadro) 
«Este complejo pollédrico tampoco es un verdadero poliedro en el sentido ordinario 
del término, ya que si tomamos un plano cualquiera que pase por un punto acbiteario 


(b) 
gue son sencillamente muevas revelaciones qee 
brantable, es una 


adecuada de definicio. 
-nen nada mu 
elaciones de la riqueza de cse único 
3 intas cláusulas «ocultas» cuantos 
Parece que para todo poliedro, V—= A+ C= 2 es ina 
vieja y «eterna» verdad. 


+ C=26s inque 
Es extraño pensar que en 
del interior de uno de los tándes, 
telón reulcane est compuena po 
del plano secame, a saber . 
Igunos. pole 
Habra que po 


1% Def. 5 excluye también algunos poliedros aras 


Ínos. poliedros esteroides 


1 
| 


on tiempo fue una maravillosa ocurrencia llena de posibilidades y emo. 


Ahora, gracias a sus endemoniados cambios de significado, 


pobre convención, en un despreciable dogma. 


Derva: No puedo comprender cómo una persona tan capaz como 


puede desperdiciar su talento limitándose a poner pegas. Parece 
enfrascado en la producción de monstruosidades, cuando las monstruosi 
en el mundo de la naturaleza 


ción siempre 


ni en el «el pensamiento. La evol sigue un patrón armonio. 
o y ordenado. 

Gara ¿Acaso 
no ha vido usted que las mutaciones productoras de monstruosidades 
desempeñan un papel considerable en la macroevolución? Llaman a 


monstruosos «monstruos esperanzadores». Me 


Los genéticos pueden refutar eso con facilidad 


esos mutantes parece 
quelos contraejemplos de Alfa, aunque monstruos, són «m 


truos espe 
madores 

Drura: En cualquier caso, Alfa ha abandonado la lucha. Dejémonos 
ahora de monstruos. 

Gamma: Tengo uno nuevo. Se a todas las restricciones 
delas Defs. 1,2,3, 4 y 5, pero aú 14 C=1. Este Contracjem- 
plo 5 es un mero cilindro, Posee 3 caras (la tapadera, el fondo y la 
cubierta), 2 ningún vértice 
poliedro, según su definición: (1) exactamente dos polígonos en cada 
arista y (2) es posible pasar del interior de un polígono al interior 
de otro cualquiera por un camino que nunca cruza una arista por 
un vértice. Además, ha de aceptar usted las caras como genuinos polígo- 
nos, puesto que se adecuan a sus requisitos: (1) en cada vértice se 
encuentran exactamente dos aristas y (2) las aristas no poseen puntos 
en común que no sean los vértices 

Deura: Alfa estiraba los conceptos, pero usted los desgarra. Sus 
«aristas» no son aristas. ¡Una arista posee dos vértices! 

Maestro: ¿Def. 6? 

Gamma: Mas, ¿por qué negar la condición de «arista» a las que 
tienen un solo vértice o quizá ninguno? Usted acostumbraba a contraer 
los conceptos, pero ahora los mutila de modo que apenas queda nada 


adecua 
así Y 


ristas (dos círculos) y Se irata de un 


2 «No hemos de olvidar que lo que hoy día aparece como un monstruo será mañana 
el origen de una linea de adaptaciones especiales... He subrayado además la importancia 
de mutaciones raras, aunque extremadamente preñadas de consecuencias, que afectan las 
proporciones de procesos embriónicos decisivos que podrían dar lugar a lo que podríamos 
Senominar monstruos prometedores, monstruos que podrían iniciar una nueva linea evolut 
va en caso de encajar en algún nicho ecológico vacio.» (Goldschmidt [1933), págs. $44 

547), Fue Karl Popper quien me llamó la atención sobre este articulo. [C£ Ky R 
Popper [1972]. <p 2814 N. del *T.] 


Bores» 


De 


¡caso no ve usted la Futilidad de estas llamadas refuta 


«Hasta ahora, cuando se inventaba un nuevo poliedro, se hacía 
por algún fin práctico; hoy en día 


se inventan expresamente para poner 
y los razona 


lentos de nuestros padre 


de 
nado en un 
poliedros ordinarios y decente: se 


os más que e 


Nuestro campo de estudi 


museo teratológico en el que lo: 


pueden dar con un canto en los dientes si logran asegurarse un rincones 
Gana: Pienso que si queremos aprender algo real profuado 
acerca de una cosa, hemos de estudiarla no en su forma «normaln, 


regular O usual, sino en su estado crítico, feb 


ly apasionado, Si dese 
usted conocer el cuerpo normal y saludable, estúdielo cuando es anorma 
cuando está enfermo. 

sus singularidades. Si quiere 
estudie sus lindes lunáticas. 


Si quiere usted conocer las funciones, estudie 


usted conocer los poliedros ordinaros, 

Es así como se puede llevar el análisis 

mático al corazón mismo del problema. Mas, aun cuando estuviese 

usted básicamente en lo cierto, ¿no ve usted la futilidad de su método 

ad hoc?S1 quiere trazar usted una divisoria entre com 

truos, no puede usted hacerlo a trompicones 
Marsrro 


“acjemplos y mons- 


Pienso que deberíamos negarnos 


a aceptar la estrategia 
de Delta para enfrentarse 


a contracjemplos globales, si bien hemos 
de felicitarle por lo hábilmente que lo hace. Podemos etiquetar adecuada 
mente su método como el método de exclusión de monstruos 
método se puede eliminar cualquier contracjemplo de 
nal, mediante una hábil aunque siempre ad /vc redeñi 
de sus términos definitorios o de los términos di 


Con este 


la conjetura orig 
ición de polied'o, 
inivorios de sus térmi 


mos definitorios. De algún modo, deberíamos tr. 


far con más respeto 
los com 


ejemplos, sin exorcizarlos tercamente, motejándolos de mons. 


$s Parafrascado de Poincaré ([1908|, págs. El texto original completo. es el 
ituiente: «A veces, la lógica produce monstruos. Desde hace medio siglo, Rooms ol 
surgir una muchedumbre de funciones extrañas que parecen tear de secc la má 
Posible a las funciones honradas que sirven para algo. Se acabó la conimaldad ee 
Mo ae oncimuidad. pero no derivadas, cu. Nás aún, desde el punto de visa lógia, 
As las que resultan más gencrales; las que uno se eneuiaos 


sn pequeño rincón 
hoy día, se inventan expresamente para hacer fracasar los razonamientos. de 
Padres y nunca sacaremos de clas mes que eso 
Sia lógica fuese la unica y 
mec, es decir eo 


la del profesor, sería necesario coménzar con las 
las más extrañas. El principiante tendría que 
1. Con semejante musco termológico...» (según la traducción autorizada de O, E 
Físisicd. págs 435-436). Poincaré discute el problema con ropecio 4 e altrción El 
la teoria de las funciones reales, pero mo hay ninguna diferencia Los, mues 


*% Parafrascado de Denjoy ([1919], pág, 21 


“ 
prochas ss 
uos, Tal vez el estor fundamental de Delta sca su prejuicio dogmátic 
da la interpretación de la prueba matemática: piensa que una prueba 
Gemuestra necesariamente lo que se ha propuesto demostrar. Mi interpre 
ración de la prueba permitirá que se «demuestre» una conjetuen Jara; 
es decir, permitirá que se descomponga en subconjeturas. Si la conjerur 
es falsa, espero ciertamente que al menos una de las subconjeturas 
ses falsa. ¡Pero la descomposición puede seguir siendo interesan 


lemostrada»; 


lo me preocupa hallar un contracjemplo 


.nerme a «probar» una conjet ! 


estoy dispuesto a p 


idad 


queda de segu 


Exclusiones fragmentadas. Retirada estratégica o , 

Bera: Supongo, señor, que va usted a explicarnos sus sorprendentes 
cono REO, prálcndo mode cue de dsculpas pOr rl ampaciencia, 
he de confesar algo. 


Marsruo: Adelante 

ALEA entra de nuevo. ) 

Pe nte gio aspectos de los argumentos de Delta 
aunque he llegado a convencerme de que existen en ellos un meollo 
razomble. Me parece ahora que ninguna conjerura es generalmente 
válida, sino tan sólo válida en un dominio restringido que excluye 
las excepciones. Estoy en contra de tildar de «monstruos» o «casos patoló 
cosa a esas excepciones. Ello equivaldría a la decisión metodológica 
Ss antes por derecho propio, 


de no considerara como gemples imere os, derecho” propio, 
merecedoras de una investigación propia. Pero también estoy en contra 
e c de ese modo se las toma como 
érmino «contraejemplo», puesto que de ese modo 
ejemplos a que de sgaidad con os Semplos poslicos, 4 bic los 
pinta de algún modo con los colores de guerra. De ese modo, al 
enfrentarse a ellos, uno es presa del pánico, como Gamma, y se siente 
tentado a abandonar hermosas e ingeniosas prucbas. No: no son sino 
esop 
pra: Yo no po 
e of ienes han inventado las 
lo» tiene un matiz agresivo que ofende a quier 
Bruebas. La expresión correcta es «excepción», «Hay tres tipos de propo- 
siciones matemáticas a z re S 
»1, Las que siempre son verdaderas y para las que no hay ni restri 
dial excepciones: por ejemplo, la suma de los ángulos de todos 
los triángulos planos es siempre igual a dos ángulos rectos. 
»2. Las que descansan en algún principio falso, por lo que no 
admitidas de ningún modo, 


ría estar más de acuerdo. El término «contraejem- 


pueden se: 


jexos a alguna restricción» 26, Como dice el proverbio: 1 
slo Quién es ese majadero? Debería aprender al 
Kara le Esos]: Y también de triángulos planos no-cuclidec 
Derra: Encuentro embarazoso tener que predecir que en esta disc 
sión es probable que Alfa y yo estemos del mismo lado. Ambos argumen 
diserepando tan sólo acerca de si el teorema de Euler en concreto 
era verdadero o falso. Sin embargo, Sigma quiere que admitamos wa 
tercera categoría de p ¡ciones «en principio» verdaderas, aunque 
admiten excepciones en algunos casos». Aceptar una coexistencia pacíi 
ca de teoremas y excepciones significa ceder a la confusión y el caos 
Auras D'accor 
Era: No quise interferir con la brillante argumentación de Dela, 
pero ahora creo que puede ser provechoso que explique brevemerte 
la historia de mí desarrollo intelectual. En mi época de estudiame, 


me convertí, como diría 


como defensa contra tipos como Alfa, sino 


como Sigma. Recuerdo 
del teorema de Euler 


de la validez general del teorema 


es necesario llamar la 
incluso 
Este artículo no er 


en las conferencias y libros de texto de 


que el bello teorema de 


stedes, en un excluidor de monstruos; 0 


omo defensa contra tipos 

haber leído en una revista lo siguiente acerca 

Brillantes matemáticos han propuesto pruebas 
Sin embargo, sufre excepcione 


nnción sobre dichas excepciones, puesto que 


utores recientes no siempre las reconocen explícitamente»?? 


ejercicio de diplomacia aislado. «Aun cuando 


cometría se señala siempre 


Euler, 14 C= 442, está sujeto en alguros 


casos a «restricciones» O «no parece ser válido», no se descubren las 


razones reales de estas excepciones»?8, He examinado ahora las «excep- 


Béracd [1818-19 pág 


a Matthiessen- (18 


347 y 349, 


ultó ser el ecit 
> de texo 


los poliedros (vol 


¡ prueba y el teorema se pueden reinstaurar, di la caótica 
Maras 1 a posición de Sigma puede servir como explicación 

di lusión de monstruos, pero no com hablar 

de jusuticación. ¿Por qué no eliminar e a 

lel cont y rechazando en 


Eras ¿Por qué habria de s la pr 
en ella. ¿Acaso usted ve algo 1 Li exclu: 
parcec más racional que su exclusión de prueba 

Marsrro: Este debate ha me e la exclusión de monstruos 
puede obtener una audiencia cuando surge del dilema 
de Eta. Pero retormemos a Beta y Fue Beta quien rebautizó 


ma estuvo de acuerdo con 


como excepciones los contraejemplos. Si 
Beta 
Bera 


me temo que yo no pueda estar de 


Me alegra que Sigma estuviese de acuerdo conmigo, pero 
Es cierto que 


»: las verdaderas, las falsas sin esperanza 


hay tres tipos de proposic 
y las esperanzadoramente falsas. Este último tipo se puede mejorar, 
convirtiéndolas en verdaderas al añadirles una cláusula restrictiva que 
enuncie las excepciones. Yo nunca «atribuyo a las fórmulas un dominio 
indeterminado de validez. En realidad, la mayoría de las fórmulas son 
verdaderas sólo sí se satisfacen ciertas condiciones. Al deter 

condiciones y, naturalmente, al fijar con precisión «el significado de 
los términos que utilizo, hago desaparecer toda incertidumbre» ?%, Así, 
usted ve, no abogo por ninguna coexistencia pacífica entre las 
excepciones. Mejoro mis fórmulas y las 


fórmulas no mejoradas y las 


s, como las de la Eso 


iseruos en la medida 


convierto en perfes primer Sigma 
el método de exclusión de mc 


significa que acept 
en que sirva para hallar e/ dominio de val 
mientras que lo rechazo en la medida en que funcione como truco 
Jables» mediante conceptos restric- 
Habría que mbas funciones del método 
Me gustaría bautizar mí método, caracterizado tan sólo por 
exclasión de Lo 


utilizaré para determinar con precisión el dominio en el que se sostiene 


lingúistico para salvar teoremas «a 


tivos mantener separadas 
de Delta. 


la primera de las funciones, «el método « 


la conjetura de Euler 


Maestro: ¿Cuál es el «dominio determinado con precisión» de los 


O II IA AN 


poliedros eulerianos que nos ha prometido? ¿Cuál es su «fórmula perícc 


Bera: Para todos los poliedros que no presentan cavid 


de cubos encajados) y bineles (como el marco de cuadro), VW - 


(como el par 
14 C=2 


Maestro: ¿Está usted seguro? 
Bera: Sí, lo estoy 
Marsrio: ¿Y qué pasa con los tetracdros gemelos? 


Bera: Perdón; Para todos los poliedros que no tengan cavidades, túnele 
o sestructura múltiple», Y — A 4 C= 29. 


Marsruo: Ya veo. Estoy de acuerdo con su política de mejorar 
la conjetura en vez de tomarla o dejarla. La preficro tanto al método 
de exclusión de monstruos como al de la rendición. Con todo, tengo 
dos objeciones. Primera, tengo por insostenible su pretensión de que 
su método no sólo mejora, sino que hace «perfecta» la conjetura; es 
decir, que «la convierte en estrictamente correcta», que ubace desaparecer 
todas las incertidumbres». 


Bera: ¿De veras? 

Marsrro: Ha de admitir usted que cada nueva versión de su conjav 
ra no es más que una eliminación ad hoc de un contraejemplo que 
acaba de surgir. Cuando tropieza con los cubos encajados, excluye 
los poliedros con savidades. Cuando cae en la cuenta de la existencia 
de un marco de cuadro, excluye los poliedros con túneles, Aprecio 
su mentalidad abierta y observadora; está muy bien tener en cuexta 
estas excepciones, pero pienso que merecería la pena inyectar algún 
método en su ciego modo de tantear las «excepciones». Está bien 
admitir que «Todos los poliedros son culerianos» na es más que una 
conjetura, pero, ¿por qué conceder a «Todos los poliedros sin cavidades, 
túneles y similares son eulerianos» la condición de un teorema cue 


ya no es conjetural? ¿Cómo puede usted estar seguro de haber enumerado 
tadas las excepciones? 


Bera: ¿Puede usted proponer una que yo no haya tenido en cuema? 
ALA: ¿Qué me dice usted de mi erizo? 


2% Lhwilier y Gergonnc parecen haber estado seguros de que la lista de Lhulier 
había enumerado todas las excepciones. Leemos en la introducción a esta parte del articulo 
sSerá fácil convencerse de que el Teorema de Euler es verdadero en gencral para todos 
los palicdros, sem o mo convexos, excepto en aquellos casos que se esperlficacdo. 
(Liwilier (191213), pág. 177), Lecmos luego de nuevo en el comentrio de Gergome 
v.. las excepciones especificadas, que parecen ser las únicas..» (ibid. pág, 188), Mero, 
de becho, a Luli se le escaparon los tetrordros gumelos, que no fueron descbierto basta ánte 
años más arde por Hersel (1832). Es digno de señalar que algunos matemáticos de prinera 
Fis, incluso con un vivo interés en metodología como Gergonne, pudiesen creer que 
se puede descansar sobre el método de esclusión de excepciones, Esa creencia es semejet. 
al «método de división» en lógica inductiva, según el cual puede haber una enumeración 
«completa de explicaciones posibles de un fenómeno. con lo que, si podemos eliminadas 
sodas] menos uma por el método del experimentan cris, entonces esa queda probado, 


Gana: ¿Y de mi cilindro? 


Marsruo* Para mi argumento 


iquiera preciso nuevas «excepcio: 
a a la posibilidad de ulteriores exccp: 


nes» concretas. Mi argumento acu: 


se debería 
Bera: Puede usted est 


0 lo cie 
ar perfectamente en " 
” cada vez que aparece un nuevo contrae 


cambia meramente de posición cad ene 
¡emplo. No se deberia dectr: «Si dels fenómenos no surgen excepciones 

nn rclusión puede afirmarse en general. Pero, Si apareciese algun 
ato posterior, hay que empezar a afirmarla con 
las ancepciones que tengan lugarnúl. Déjeme pensar. Barruntábamos 
1] principio que para todo poliedro Y — -I-+ C=2, puesto que hallamos 
que era verdad en el caso de los cubos, octacdros, pirámides y prismas 
dietamente, no podemos aceptar «este mudo misceable de inferencia 
delo especial alo general» 32. No es de extrañar que surgiesen excepcio 
nes: lo extraño es que no aparcciesen más mucho antes. Para mí que 
do fue debido a que nos ocupábamos fundamentalmente de poliedros 
conexos, "Tan pronto como hicieron aparición otros poliedros, muestra 
ción dejó de funcionariS. Así pues, en vez de excluir las 
(ón con modestia, 

Excepciones una a una, trazaré la línea de separaci : 

Sunque con seguridad: Tados los poliedor convexos. son elerienos3%, Espero 
que ke me conceda que esto no tiene nada de conjetural, que es un 


generali 


teorema. 


Dadas parta e eneira ono el edo serle de inferir de lo especial a lo genera, siendo 

iia que serociante procedimiento sólo rara vez lleve a las Mamadas paradojas. 
EE oleo mur iaterciane buscar la razón. En mi opinión, ésa ha de hallarse en 
bg Rronto como se empiezan a sacar conclusiones falsas, se sigue una 
Sd lia de crac, que se suenan nos o Guo»... (e aubesgado, es mi) 
toa delos pulcdos, mí Somo en coria de meros ala mayoría de las propiedades 
Lon dndredues y mo obedecen leyes genesis. (UBIOL $5), Una camcteista curiosa 
Dn fac mos corrieme. Legendre, por ejemplo, después de dar su definición más ben 


general 


lee aka 
Marstie o pe romento. Podemc 
tecer aly ». En esta nueva versión modifi 
cada de 4 sclusión de excepciones, que Beta ha ingeniado 
de un tan vivo en respuesta a mi crítica, el rechazo pieza a 
pieza ha sido sus > por una retirada estratégica a un dominio 
que se espera sca el bastión de la conjetura, Está usted jug a 
) seguro, pero ¿acaso está usted tan seguro como pretende? Aún 
no posee ninguna garantía de que no haya excepciones en el interior 


ed 


de su bastión. Además, existe el peligro opuesto. ¿No podría 
haber hecho una retirada demasiado radical, dejando fuera de las murallas 
cientos de poliedros culerianos? Nuestra conjetura original tal vez haya 
sido una pretensión excesiva, pero su tesis 

bica una pretensión escasa, Y, sin embargo, ni siquiera puede usted 


estar seguro de que no sea también excesiva 


Pero querría exponer también mi segundo objeción: su argumento 
se olvida de la 


«cba; al barruntar el dominio de validez de la conjetura, 
parecería que usted no necesita la prueba en absoluto. ¿Sin duda usted 
no crec que las pruebas sean redundantes? 

Bera: Nunca he dicho tal cosa 

Marsrro: No, no lo ha hecho usted; pero usted descubrió que 


nuestra prueba no demostraba nuestra conjetura On 
muestra su conjetura mejorada? Dígame. 

Bera: Bueno...% 

Era: Gracias 


nal, ¿Acaso ce 


El embarazo de Ba 
muestra a las claras la superioridad del difamado método de exclusión 


señor, por este argumento. 


<p eran p 


Que los convexos Con todo, en una nota adicional en letra pequeña 


dros generales, aunque, por otra, se aplica a algunos más 


(acaso una reflexión 


Posterior, tras haberse encontrado con excepciones munca enunciadas?) se retira, con 
1809), págs. 161, 164, 228) 
25 Muchos matemáticos profesionales se sienten perplejos acerca de qué son las pruebas 
demuestran. Por ot 


> lado, saben por experiencia que las pruebas son falikles, 
4 bien 
han a 


aben asimismo, debido a su i 


srimición dogmática, que las pruebas gemúnar 


ronzante aunque firme creencia en que las pruebas de los matemáticos paros son 
«completas», por lo que prueban réz/mente. Con todo, los matemáticos puros están mejor 
credos y denen ese respeto sólo hacia lar «prucbar completar» de los gicas. Si se 
les pregunta cuál es entonces la función de sus «pruebas 

¿llos se sienten perdidos. Por ejempl 

de pruebas formales de los lógicos; pero, cuand 
con la que estamos familiarizados los 

manera: «Estrictamente hab 

o podemos 


ompletas», la mayoria de 


'G. H. Hardy senta un gran respeto por la exigexcia 


"quiso caracterizar la prueba matemática 
atemáticos profesionales», lo hizo de la siguiente 
> existe eso de prueba ms 

las pruebas son 

ads a alectar pst 


lo que Littlewood y yo denomina 


ncias, ingenios para estimular la imaginación de los alumnos» ((1528] 


Je monstruos. En efecto, decimos quí pruebas demuest ue 
mo contracjemplos incont destr Ñ a 
respetables, aun cuando se disfracen de meras > 
Bira: No tengo en absoluto $ bar ner que elaborar 
mejorar y, discúlpeme señ si metodología bajo el estímul 
de Ílica. Mi respuesta es ésta. Rechazo como falsa la conjetur 
riginal, puesto que tiene ex También rechazo 1 ración 
ñ ismas excepciones son excepciones a uno al menos di 
l su termini habría que decir: un contraejemplo 


global es también necesariamente un contracjemplo local.) Alfa se deten 
ária en este punto, ya que la refutación parece satisfacer plemamient 
Sus exigencias intelectuales, Pero yo sigo adelante. Al restringir conve 


nientemente tanto la conjetura como la prucba a su domin 


perfecciono la conjetura que será 


propio, 


hora serdadera y perfecciono también 


la prueba básicamente correcta, que seri ahora rigurosa y no contendrá 
obviamente ejemplo, 
los poliedros se pueden estirar en un plano tras haberles quitad 
cara. Pero eso se puede hacer con todos los poliedros convexos 


lamar con todo derecho teorema a mi conjetura perfeccionada y riguros 


más lemas falsos. Po os visto que no todos 


Puedo 


mente probada. Puedo enunciar de nuevo: «Todos /os poliedros convexcos 


son ifies 
tamente verdaderos y la prueba, que no era rigurosa en su falsa generali- 


nos». Para los poliedros convexos todos los lemas serán 


dad, lo será para el dominio restringido de los poliedros convexos 


Así, señor, he respondido 
Maestro: De ese modo, los lemas, que antes del descubrimiento 
¿ela excepción parecian manifiestamente verdaderos, parecerán de nuevo 


el descubrimiento de la próxima 


manifiestamente verdaderos... ha 


excepción. Admite usted que «Todos los poliedros son culerianos» es 
una suposición; admitía usted hace un momento que «Todos los polie 
dros sin cavidades y sin túncles son culerianos» era también una suposi 
ción; ¡por qué no admitir que «Todos los poliedros convexos son 

Bra: Nada de «barruntos» esta vez; se trata de «intuición». 
«intuición». Respeto lo: 


Maestro: Aborrezco su pretencios; 


conscientes, pues vienen de las valor y 


modestia 
Bera 


Propuse un reorema: «Todos los poliedros conexos som 


Wilder pien 


a que un prueba es «sólo un proceso de contrastación 
ns. | Pág. 318). G. Pólya señala 
lextones entre los hechos matemáticos, 


las de nuestra intuic 


ue las pruebas, aunque in 
lo que mos ayuda a memorizarlas: las pru 
245), págs. 190-1 


poros RARAS 


Ine Lakos 


¿Podría usted ofrecer un contraejemplo? 

Marstro: No puede usted saber que no pueda. Ha mejorado usicd 
la conjetura original, pero no puede usted pretender haber logrado 
la perfección, haber conseguido un rigor perfecto en su prueba. 

Brera: ¿Acaso puede a 

Marsrio: Tampoco yo puedo. 
mejorar las conjeturas represe 
que estableceré una unida 
jemplos, 

Bera 


Pero estimo que mi método de 
¡ará una mejora respecto al suyo, puesto 
una interacción real entre pruebas y contrae 


'oy pronto a aprender. 


(d) El método de ajustar monstruos 

Ro: Señor, ¿puedo aprovechar para decir unas palabras? 

Marsrro: Por supuesto, 

Ro: Estoy de acuerdo en que hemos de rechazar la exclusión de 
mostruos de Delta como enfoque metodológico general, puesto que 
no toma en serio realmente los «monstruos». Bera tampoco toma en 
serio sus «excepciones», puesto que se limita a hacer una lista con 
ellas y, a continuación, se retira a un dominio seguro. Así, ambos 
métodos están tan sólo interesados en un campo privilegiado y limitado. 
Mi método no practica discriminaciones. Puedo mostrar que «tras an 
examen más detenido, las excepciones resultan ser sólo aparentes y 


el teorema de Euler mantiene su valide», incluso frente a las pretendidas 
excepciones» 


Marsrro: ¿De veras? 

Axra: ¿Cómo puede ser un poliedro euleriano ordinario mi contrae- 
jemplo 3, el «erizo» (fig. 5)? Posee doce caras pentagonales estrellada; 

Ro: No veo «pentágono estrellado» alguno. ¿No ve usted que de 
hecho este poliedro posee caras triangulares ordinarias? Hay 60 de ellas 
También posce 90 aristas y 32 vértices. Su ocaracterística euleriana» es 
2%. Los 12 «pentágonos estrellados», con sus 30 «aristas» y 12 «vér- 
ticas», que suministra la «característica» 6, no son más que un producto 
de su imaginación. No existen mónstruos, sino tan sólo interpretaciones 
monstruosas. Hay que purgar la mente de ilusiones pervertidas; Fay 
que aprender a ver y a definir correctamente lo que se ve. Mi método 


5% Mashicosen [1859 
El argumento de que el «erizos ex ercalmentes un poliedro culeriano prosáco 
con 60 caras triangulares, 90 aristas y 32 vértices —uum hexacontaddre san ¿pitbiten— lo. 
propuso el empedernido campeón de la inalibilidad del tcorema de Euler, E, de Jonquikres 
(118904), pág 115). La idea de interpretar los poliedros estrellados no culerianos como 
Poliedros eulerianos triangulares no se debe, sin embargo, a Jonquieres, sino que pasee 
una historia dramática (cf la nota 39. más abajo) 


A A 


de usted «ven erro 


nos lave el cer 

Marsio: Dejémosle seguir 

Ro: Ya he expuesto mi posición 

aman: ¿Puede usted ampliar su critica del método de Delta? 
Ambos esorcizan los «monstruos» 

Ro: Delta fue presa de las alucinaciones de todos ustedes. Estaba 
de acuerdo con que su «erizo» tenía 12 caras, 30 aristas y 12 vértices, 
aque mo cl culerano, Su tesis cra que tampoco constitula un 


liedro. Pero se equivocó en ambas cuestiones. Su «erizo» es un poliedro 
Joc una malo inerpreración. Si me lo permite, no se trata de la huella 
del erizo en una mente sana y pura, sino de su imagen distorsionada 
en una mente enferma, retorciéndose de dolor. 


a e a jarter del etor, Dáa ipisemaloga dsgmát olcce 
nómica paricla pata purgas la ment de erioes. Cf, Popper [1963] Inroducción 
a de ac Bamsor e lavaron 4 cero en algun momento eme 
Go foso! len redscubó ls poieros eneldo, que lo araió 
ade pim de vita de la culeraniad y quien enunció que algunos 
di: oo Dis is Ba lama cnegriimane end 188] quel (mua 
O rn venir para os plis cogveso, io par olledroscunlesquir, 
os lados (par, 47 Polar mi lima abres dep pco, 
E oc eseaiao" 1 comicios vi. ¿cal sa ox? ¿Que 
eme Pm. del asco, ade puede reducir toda a, 1oria, de 
Pledros a la teoría de poliedros con caras riswgadarern. Es decir, Poimsot-Alfa. sufrio. 
Dado de cesto para converse en Polar Ro; ahora slo ve viánguls donde 
ligan Calas! Ar dl ve ejemplo sl donde ae vel contajemplo 
Pa Eiremado guna vz Son Ci anular y, en e 0, 5 as eme 
O Sión ds deme por qué operas empre <a la misma 
O ces mo [16h Encino por muevo marco conepual de lo 
oy miligianenetoncos[Riemanh [1], aceptó os paigonos anula, 
CON co a los polcdrn Esclido PR, 6), Cinco 2 depués de 
Ed penal Aer ado al problema ua solución adeitva, ampli 
veta parones cdas polola y eel polio sl donde amenos 
lo Eno Toma pane de a teoria euolea del eror, atribuida. a Cisipo (cf. Aecio 
ISO IV. 123: Emile Senso Empino le 1]. 1. 20) 


Alfa nunca constató 


Ro: ¡Lo que me s 
Siasta: ¿Acaso 
bilidad de 


prende es que las pueda mezclar 
Ro, que 


ensa usted realmente 


nterpretar su «erizo 
Pero. 

riángulos están siempre en grupos de cinco en el mismo plano 
y rodean un pentágono reg 


1, tras un ángulo 


sólido. Ahora, los cinco triángulos regulares junto con el pentágono 
regular forman un llamado «pentag 'o Paracelso 
era el signo de la salud... E 

Ro: ¡Supersticiones! 

Siama: Y así, para la mente sona quedará revelado el secreto del 


erizo: se trata de un nuevo cuerpo 
'erpo re 


con caras regulares y ángulos sólidos regulares, cuya bella simetría 
podría revelarnos los secretos de la armonía universal... 43 

ALrA: Gracias, Sigma, por su defensa, que me convence una vez 
más de que los oponentes son menos emi 


zosos que los aliados. 
Por supuesto que mi figura poliédrica se puede interpretar como un 
poliedro triangular o como un poliedro estrellado. Estoy dispuesto 
a admitir ambas interpretaciones en pie de igualdad. 

Kara 

Deura: Pero, no cabe duda de que una de ellas es la verdadera 

¡ación 

Estoy dispuesto a admitir ambas interpretaciones 
igualdad, pero una de ellas constitui 


pie de 
con certeza un contraejemplo 
global de la conjetura de Euler. ¿Por qué admitir tan sólo la interpreta 
ción que está ubien ajustada» a los prejuicios de Ro? En cualquice 
caso, Señor, ¿nos explica 


ahora su método? 


huella sobre el alma: la phantasía o 
(iznbaiatbesia o adsensas) ame tuna 


sun, La persora prudente no asentirá acriticamente 
taria xi 'no madura previamente en una ides clara 
y distinta (pluntasia katalgptiz O comprebemio), cosa que no puede ocurrir si es falsa 
El sistema de ideas claras y distintas compone la ciencia (epusidar). En nuestro ca 

la huella del «erizo» sobre la mente de Alfa sería el pequeño dodecacdro 
mientras que sobre la de Ro sería el hexacontacdro triangular. Ro diría que 


poliédrico.estelar de Alfa no puede madurar en forma de una idea clara y discicra, ya 
Que, obviamente, entraría en conflicio con la fórmula »probadar de Euler. Así, la inte-preta 
ción poliédrico.eselar fallarís, tornándose dara y distinta la única alternativa; a saber, 
la interpretación triangular 


Sexto Empírico [e 


distinguir la phantezia de la phumtario hatalépué (v. lo 
42 Kepler [1619], L/b, 11, Properito XXVI 


48 Se ecata de una exposición bestónte id de la opinida de Kepler 


le) Mi ajetura por el de incorporación de lemas. 11 teore 
Marstro: Volvamos al marco de cuadro. Por mi parte, reconozco 
que constituye un genuino contraejemplo global de la conjetura d 
Euler, así como un contraejemplo local del primer lema de mi prucb: 
Gamua: Perdón, Señor, pero, ¿cómo refuta el primer lema este 
marco de cuadro? 
Maestro: Elimine primero una cara e intente luego estiralo plano 


sobre el encerado. No podrá usted 


Aura: Como ayuda a la imaginación, le diré que aquellos y sólo 
aquellos poliedros que se pueden inflar en una esfera poscen la propiedad 
de que, tras eliminar una cara, se puede estirar la parte restante sobre 
un plano. 


Es obvio que semejante poliedro vesférico» se puede estirar sobre 
un plano, después de eliminar una cara; y viceversa, resulta igualmente 
obvio que, si un poliedro menos una cara se puede estirar sobre un 
plano, entonces puede usted doblarlo en forma de un vaso redondeado 
que se puede cubrir a continuación con la cara que falta, obteniendo 
así un policdro esférico. Sin embargo, nuestro marco de cuadro nunca 
hasta que forme una esfera, sino tan sólo hasta formar 


se podrá infl 

Marsrro: Muy bien. Ahora bien, frente a Delta, acepto esté marco 
de cuadro como critica de la conjetura. Por consiguiente, descarto 
¡como falsa la conjetura en su forma original, si bien propongo inmediata 
mente una versión modificada y restringida; a saber, la conjetura de 
Descartes-Euler se mantiene poliedros «simples», es decir, para 
aquellos que se pueden estirar sobre el plano después de quitarles 
una cara. De este modo, hemos rescatado, algo de la hipótesis original 
Te La caracteristica de Enler de un poliedro simple es 2. Esta tesis 
no quedará falsada por el cubo encajado, los tetracdros gemelos o 
los poliedros estrellados, ya que ninguno de ellos es «simple». 

Así, mientras que el método de exclusión de excepciones restringía 
tanto el dominio de la' conjetura principal como el lema culpable a 
un común dominio de seguridad, aceptando de ese modo el contraejem- 
plo como critica no sólo de la conjetura principal, sino también de 
la prueba, mi método de incorporación de lemas sostiene la prueba, 
aunque reduce el dominio de la conjetura principal al dominio propio 
del lema culpable. O, mientras que un contraejemplo a la vez global 
y local hacía que el excluidor de excepciones revisase tanto los lemas 
como la conjetura original, me hace revisar a mí la conjetura original, 
pero no los lemas. ¿Comprende usted? 

Aura: Si, creo que sí. Para mostrarle que he comprendido, lo 
refutaré 


Imre Lakaro 


Marsro: ¿Mi métod 


4 mi conjetura mejorada? 


Arras: Su conjetura mejorad: 


Marstno: Entonces, puede que usted no haya comprendido aín 
mi método, Pe 


venga su contracjemplo. 
Aura: Considérese un cubo con otro cubo menor asentado sobe 
él (fig. 12). Satisface todas nuestras definiciones (la De. /, 2, 3, 4, 
4". 5), por lo cual es un poliedro genuino. También es «simple», puesto 
que puede ser estirado sobre un plano. Así, de acuerdo con Su conjeta 
modificada, su caracteristica culeriana debiera ser 2. Con todo, po: 


16 vértices, 24 aristas y 11 caras, y su característica de Euler +s 


16— 244 11=3, Constituye un contraciemplo global de su conjetura 
mejorada y, de paso, también del primer teorema «excluidor de excepcio 
nes» de Beta. Este poliedro, a pesar de no tener cavidades ni túneles 
O «estructura múltiple», mo es euleriano. 


Dira: Llamemos Contruejemplo 6 a este cubo con cresta 
Marsrio: Ha falsado usted mi conjetura mejorada, pero mo-ha destrui- 
do usted mi método de mejora, Recxaminaré la prueba para ver por 


Pig. 12, 


Y Loli de día, cuen del Coral E MIL AA, pla 180) 1900 
Gesope aámue a oredad de sa, decaimiento! Peto, Sl cncca as, nd 
tarde, Poison no habia sido falar de dl (ISS), mientras que Macias (IGG3] y 
Jonas ectona, ados deipuds (JEAN, lo Wars como an morata. (2€ ls 
dona 33 y 48). Los primáivos excudores de cicpcione del all deximteve lo 
muestra muchas veces el caso de la pirámide de tres lados adosada a la cara de un 
dicha dote ce Ma sees dele price esteis comba ari 0 ll 
Trend bue, lo que us llene o, UE ECO e le que ircia cairo es 
sa libres de mou Y. con co se ariba el surten, (Nación [IBGS), pág, 40) 
Talon serenos al ieris Extacalo coa gus plate e Colas, 
po le clafcació de vinilo: sun puede torpe releva Es sl ocn, 
FE Srciataas dice en vu [1960]: «Divilamor l lobo en F pass (comideraremos 02 
nea Y ens como re). Tendremos eones 14 Co. 4 2, de Cul ses le lación 
Folios le. 20), Con todo, e pregona ose xl Scion traca Bern orclderal 
Dosis Ai simplemene pg se esca tf lena de Ele, Cue 
Eencléndolos como faqu. pueño que:ha dicho que a6lo los mares y océanos han de 
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qué se ha venido abajo con su poliedro. Debe haber_otro lema falso 


en la prueba 
Bera: Por sup 
ma. Presupone que en el proceso de tri 


xo que lo hay. Siempre he sospechado del segundo. 


gulación se aumenta siempre 


en uno el número de aristas y caras al trazar uña nueva arista diagonal 
Eso es falso. Si miramos el entramado plano de nuestro poliedro con 
esesta, hallaremos una cara en forma de anillo (fig. 13(0)). En este 
Caso, ninguna arista diagonal aumentará el número de caras (fig. 19 


(6): precisamos un aumento de dos aristas para aumentar en uno 


[0 A 


_ (a 


el número de caras (fig. 13(0). 


(a) 
Fig. 13. 


Marsrao: Mis felicitaciones. Ciertamente, he de restringir aún más 
nuestra conjetura. 

Bera: Ya sé lo que va a hacer usted. Va a decir usted que «Los 
poliedros simples con caras triangulares son enlerienos». Dará por supuesta 
la triangulación y, una vez más, convertirá el lema en una condición 

Marstno: No, Señor, se equivoca usted. Antes de apuntar concreta- 
mente cuál es su error, permitame extenderme un poco en mis comenta 
ríos acerca de su método de exclusión de excepciones. Cuando restringe 
usted su conjetura a un dominio «seguro», no examina la prueba propia: 
mente y, de hecho, no lo necesita para sus propósitos. Para lo que 
se trae entre manos, le basta con el enunciado informal de que, en 
su dominio restringido, todos los lemas serán verdaderos, scan lo que 
sean. Pero a mí eso no me basta. Incorporo a la conjetura el mismísimo 
lema que ha sido refutado por el contraejemplo, de manera que tengo 
que identificarlo y formularlo lo más exactamente posible, basindome 
en un análisis cuidadoso de la prueba. De ese modo, los lemas refutados 
se incorporarán. dpi Conictura mejorada, Su método no lo fuerza 
a producir una penosa elaboración de la prucha, puesto que la prueba 
no aparece en su conjetura mejorada, como ocurre con el mio. Vuelvo 
ahora sobre su sugerencia presente. El lema falsado por la cara en 
forma de anillo no es, como usted parece pensar, «todas las caras son trianga- 
lares», sino «cualquier cara bisecada por una arista diagonal se separa en des 
trozos». Este es el lema que convierto en una condición. Denominando 


1 las caras que 


puedo oftecer 
una segunda mejora de mi conjetura orig 

con todas sus curas simplemente conexas, 
su burdo enunciado erróneo es que su mér 


un cuidado análisis de la prueba. El 


no le cas 
enseña a practicar 
análisis de la prueba es a veces 
unque otras veces resulta realmente dificil 
Ya veo cuál es su posición. Deberia 
wtocrítica a su comentario, :< parece que revela tado un 
La peor de llas 

sar la prueba en 
ara la mentalidad 
la prueba y las excepcios 
pletamente separados. Otros podrán se: 


» excluidoras de 
algunas excepciones sin conside 
a mistificación, 

mano y las excepciones en la otra, P, 
de excepciones primitivos, 

timientos com 

que la prueba funcio 
pretenden disipar el misterio. Sir 
siendo extrañas a la idea de 
A mejores echarán un rápido vistazo 
de pasar a mí, obte: Es A 
que determinan un dominio se 
nes practican un cuidadoso análisis de | 
trazan una finísima separación del 
es, en este sentido un caso límite 


de tales excluidores 


es existen en dos 


sólo en el dominio restringido y 
n embargo, sus «condiciones» seguirán 
Los excluidores de excepciones 

a la prucba y, como me acaba 
'a inspiración para enunciar las condiciones 
:guro. Los mejores excluidores de 
la prueba y, basíndose en elo, 

árca prohibida, De hecho, su métcdo 
del método de exclusión de excepcio- 


a ac euestra la unidad dialéctica fundamental de la prueba 
Espero que ahora to: 
aun cuando puedan no demostrar, 
conjetura 6, También la mejoran loz 
era independiente de la demostración. 
unidad intrínseca entre la alógica del des. 


idos ustedes vean que las pruebas, 
ayudan ciertamente a mejorar nues: 
exeluidores de excepciones, pero la mejora 
hstro mendo mera demostrado. Eta 
cubrimiento» y la «lógica de la justificación» 
aspecto más importante del método de ineorporeción de tomo, 
'or supuesto, ahora entiendo sus sorprendentes consideracio. 


; a alga Sm) 
que dedignas de cra 
le hallar nuevas pructas 
los 2 establecer las excepciones que multa Eo 
xcepciones”., (ig. 1083) 

la parecen haber parado por alto este puno (véne 


Tilos eepcionos 
F.Ch. Hosel traron de las 
8 Hardy, Lilewood, Wilder y Pi 


anteriores; en el sentid perturbaba el hecho d 
d n 4 lesco de «prob: 
incluso una conjetura falsa 
Rara luporte): ¿Por qué llamar «pruebn» a lo que de hecho e 
Marsrio: Notad que hay pucas personas dispuestas a compartir 


esta actitud. La mayoría de los matemáticos son incapaces de ponerse 


1 la vez a probar y refutar una conjetura, debido a sus empedernidos 
dogmas heurísticos. O bie la prucban, » bien la refutan. Además, son 
especialmente incapaces de mejorar las conjeturas, refutándolas, si resulta 


sin refutaciones 


que las conjeturas son suyas. Quieren mejorar sms conjetm 


teciden a reducir da Julsedad, 54 no es mediante el mondtomo amnento 


de verdad: asi, purganel aumento del conocimiento del horror de los contraejemplos 
Tal vez sea éste el trasfondo del enfoque del mejor tipo de excluidores 
de excepciones: comienzan «jugando a la seguridad», inventando una 
prueba para el dominio aseguro», y caminian sometiéndola a una concien 

tigación critica, comprobando sí han hecho uso de cada 
cs impuestas. Si no, «sgudizan» o «generalizan» 


zuda inv 
una de las condicio 
la primera versión modesta de su teorema; es decir, especifican los 
lemas sobre los que se articula la prueba y los incorporan. Por ejemplo, 
tras uno o dos contracjemplos, pueden llegar 2 formular el teorema 
exduidor de excepciones provisional» «Todos los poliedros convexos son 
culerianos», posponiendo los casos no-convexos para una cura posterior; 
A continuación, sapenien le praehe de Caco y. largos dogo 
que en realidad la convexidad no sc «usaba» en la prucba, construyen 
el teorema que incorpora el lema17, Nada hay heurísticamente incorrecto 
en este procedimiento que combina una exclusión de excepciones provisio- 
nal con sucesivos análisis de la prueba e incorporaciones de lemas, 

Bera: Por supuesto que este procedimiento no elimina la crítica, 
sino que tan sólo la relega al trasfondo: en vez de criticar directamente 
un enunciado excesivo, critica un enunciado excesivamente restringido. 
ado de haberle convencido, Bera. ¿Qué pien- 


Maestro: Oy enc: 
san nstedes, Ro y Delta? 
Ro: Por mi parte, lo único que pienso es que el problema de 
anulares» es un pscudoproblema. Surge de una interpretación 
's y aristas en esta soldadura 


las «ci 
monstruosa de lo que constituye las ca 
de dos cubos en uno, que usted denomina «cubo con crestan 


Pólja y 


hi mbra clásica de 
pita vers de eche 


Este patrón normal es escocialmente «des 
19274. pág. eii: «Habda! qd£ 

los opuestas abría que vta «e obren la mima consecuen A 

y satisfecho 


yuar cáda prucb 


vtilizado tod: 
partir de un número menor de suposiciones... $ mu habria que darse 
ren que se ha llegado al límite de las posibildac 


Tere Lakatos 


0 (e) 


Fig. 14. Tres versiones dela cara anular 


(4) Jonquiéres, (0) Matthics 
sen, (6) «ojos inexpertos». 


Marsrao: Expliquese 

Ro: El «cubo con cresta» es un poliedro que consta de dos cubos 
soldados uno con otro. ¿Está usted de acuerdo 

Marstio: No tengo ningún inconveniente 

Ro: Pues bien, usted ha interpretado mal la «soldadura». Esa «solda- 
duran consta de aristas que conectan los vértices del cuadrado de abajo 
del cubo pequeño a los vértices correspondientes del cuadrado superior 
del cubo grande. Así pues, no existe en absoluto una «cara anular». 

Bera: ¡La cara anular está ahí! ¡Las aristas bisecantes de que usted 
habla no están ahí! 

Ro: Lo que pasa es que permanecen ocultas a sus ojos inexpertosi8, 

Bera: ¿Supone usted que vamos a tomar en serio su argumento? 
¿Lo que yo veo es superstición, mientras que sus aristas «ocultas» son 
la realidad? 

Ro: Mire este cristal de sal, ¿Diría usted que se trata de un cubo? 


8 Esta asoldaduras de dos polieros por risas ocultas la dende Jonquieres 18905 
pp, M2) ue ui a sclción de monas Sato las Calas y a. Y 
<lajune de monstruos contr os cubos com eres y los policies eras: Masies 
11863] fue el primer proponeme del uso de ajuste de monaraos en doña dd viga 
de Fsler. Unliza consientemente cl ajune de monstruos: comio muta aa y 
ras cultas para explicar todo o que no sx cuerno, inloso lor polio com ieplas 
y Enviados. Mientras que la soldadura de Jonqutres consiste en una itangulación comploa 
di la cara amor. Marhicsen sucia con economia. dibujando ta sol auto Maio 
de aras que divida la cara en subrcras meme Soi (E lA) 

Namhicen posee una noble contame du mésodo de Coxverie conraciemplos 
tevolucionaios en burgueses ejemplos culeranos bien ajustados. Preende que acals 
polidro se puede analizar de mado que corrobere el seuiena de Bulla EUA 
ls preendidos excepciones señaladas por el observador mporñical y, 8 Contar, 
afiema: «En cada uno de cos caso», podemos mostrar que el polícdto parce ño Y 
arias ocultas que, «se tenen en cuema, dehn Impolata el teme 1 AER, 
Inca en cala de os compe spaentoneie solos 

Sin embargo, la dea de que se pueden transformar en eulcranos alganos polcdros 
no eulerianos, mediante el expediente de dibujar las caras o aristas SdiioRaled y surje 
de Masihieuco, sino de Hen, Ene ejempla eno Con res Eon En o que ani 
bes gras (82), págs, 143), Con lodo, 0 vtizba el peroo par" ja, 
similares para los cuales es vilida la ley de Euler e 


Brra: Ciertamente 

Ro: Un cubo tiene 12 aristas, ¿no es eso? 

Bera: Si, las tiene 

Ro: Sin embargo, en este cubo no hay arista ninguna; están ocultas. 
Tan sólo aparecen en su reconstrucción racional 

Bera: Pensaré sobre ello, Una cosa es clara, el maestro ha criticado 
mi arrogante opinión de que mi método llevase a la certeza, así como 
mi olvido de la prueba. Esas críticas se aplican tanto a mi «exclusión 
de monstruos» como 4 su «ajuste de monstruos» 

Marsrro: ¿Qué dice usted, Delta? ¿Cómo exorciza wsfed la cara 
anular? 

De1ta: No podría, me ba 
que me pregunto es por qué no se asegura us 
el descuidado lema /ercero. Propongo una tercera y última formulació; 
«Todos los poliedros son culerianos, sí (e) son simples, (5) poscen 
cada una de sus caras simplemente conexas y (e) son tales que los 
triángulos del entramado plano triangular, resultantes del estirado y 
triangulación, se pueden numerar de modo que, al eliminarlos en el 
orden correcto, 1/— 14 Cno se altere hasta llegar al último triángu- 
lo»19, Mepregunto por qué no ha propuesto usted esto desde el principio. 
Si tomase usted realmente en serio su método, habría convertido inmedia- 
tamente todos los lemas en condiciones. ¿Por qué esta «ingeniería fragmen- 
tada» 250 

Ausa : ¡Un conservador convertido en revolucionario! Su sugerencia 
me resulta más bien utópica, pues no hay exactamente tres lemas, 
épor qué no añadir, junto con muchas otras, condiciones como «(4) 
si 14 1=2» y «(5) si todos los triángulos, tienen tres vértices y tres 
aristas», puesto que usamos ciertamente estos lemas? Propongo que 
convirtamos en condiciones sólo aquellos lemas para los que se ha 
hallado un contracjemplo. 

Gamma: Me parece demasiado accidental como para aceptarlo a 
guisa de regla metodológica. Incorporemos todos aquellos lemas contra 
los que podemos esperar contraejemplos; es decir, aquellos que no 
son obvia e indudablemente verdaderos. 
ay alguien a quien muestro lema tercero le parezca 
obvio? Convirtámoslo en una tercera condición 

Gamma: ¿Qué pasa si las operaciones expresadas por los lemas 
de nuestra prueba no son todas ellas independientes? Si algunas de 


vertido usted a su método. Lo único 
ed, incorporando también 


D Esc elimo lema es innecesariamente fuerte. Para la pructa hubiee bastado con 
susciuirio por el lema de que spara el entramado piano erimgular que resulta del xtiado 
triangulación, 1%. 14 Cm lu. Cauchy mo parece haberse dado cuenta de la diferencia 

23 Es obio que lor csudiames extán muy al día de la secieme 
término lo acuñó N. R. Popper (11957|. pág, 64). 


losofía social. El 


s ación pueden lleva le ocurrir que el 
aya de ser realizable parte, sospecho. que 
en plam resultante, tul que Y —= 14 Cno se alter sie 
le | tercero. 

Deura: Pretende usted que la primera condición implica la tercera. 

¡de usted probarlo 

Erstos: Yo puedoól 

Ansa: Sin embargo, por interesante que ses la prueba, no nos 
ayudará a resolver nuestro problema: ¿hasta dónde hemos de ir en 


la mejora de nuestra conjetura? Puedo admitir que tenga usted la 


prueba pretendida, pero eso sólo descompodrá este tercer lema en 
algunos sublemas nuevos. ¿Deberemos convertirlos en condiciones? 
¿Dónde habremos de detenernos? 

Kara: En las pruebas hay un regreso infinito; por consiguiente, las 
prucbas no demuestran. Debería usted constatar que probar es un juego 
que hay que jugar mientras divierta, deteniéndose cuando uno se cansa. 

EnstLoN: No, esto no es un juego, sino un asunto serio. El regreso 
infinito puede deternerse mediante lemas trivialmente verdaderos que 
no es preciso convertir en condi 

Gasca: Lao cado que yo quería dedo eater 


mos en condicio 


nes aquellos lemas que se pueden probar a partir de principios trivialmen- 
te verdaderos. Tampoco incorporamos aquellos lemas que se pueden 
probar a partir de lemas previamente especificados, tal vez con ayuda 


de tales principios trivialmente verdaderos. 

Aura: De acuerdo. Podemos, entonces, dejar de mejorar nuestra 
cojetura tras haber convertido en condiciones los dos lemas no triviales. 
De hecho, yo pi 
de lemas es intachable. Me parece que no sólo mejora, sino que ferna 
perfecta la conjetura. Además, me ha enseñado algo importante: es inco- 
recto afirmar que «cl objetivo de un "problema a demostrar” es O 
bien mostrar concluyentemente que es verdadera determinada afirmación 
claramente enunciada, o bien mostrar que es falsa» 52, El objetivo ¡tal 
de un «problema a demostrar» debería ser el de mejorar (de hecho, 


.nso que este método de mejora por incorporación 


hacer perfecta) la conjetura «ingenna» original, para hacerla un «teorema» 
genuino. 


Nuestra conjetura ingenua era «Todos los poliedros son culerianos». 


Pecho, tl pevétarla prop 


pur vez primera H. Reicharde (1941), pág. 23) 
Cf. también B. L. van der Waerden [1941]. Hilbert y Cobn:Vossen estaban satisfeh 
con que la verdad de la afirmación de Gamma es «fícil de ver» (11932). pág, 29: de 


52 Pólya ([1945), pág. 142) 


El méxodo de exclusión de monstruos defiende pjetura in 
mua, reinterpretando sus términos dl y que, al final, tenemos un 
herir obli mirad ¡1 odon [6 úliedros 500 culés 
Mas, la identidad de las expresiones lingúisticas de la conjetura ingenua 
y del teorema excluidor de monstruos esconde una mejora esencial 

El método de exclusión de excepciones introducía un elemento 
realmente extraño al argumento: la convesidad, El seorema excluidor 


de excepciones es s convexos son eulerianos.» 


«Todos los polie 


El método de incorporación de lemas descansaba en el argumento, 


es decir, en la prueba y mada más. Virtualmente sumaba /a prueba al 


porador del lema: «Todos los poliedros con caras simplemente 


Zeorema in 


Esto muestra que (y ahora utilizo el término «demostración» en 


sentido tradicional) wmo m demuestra lo que se ha propuesto demostrar. 
Por tanto, ninguna prueba debiera concluir con las palabras «Quud 
erat demonstrardunew9. 

Bera: Algunas personas dicen que los teoremas preceden a las 
pruebas en el orden del descubrimiento: «Hay que barruntar un teorema 
matemático antes de probarlo». Hay quienes lo niegan, aduciendo que 
el descubrimiento procede sacando conclusiones a partir de un conjunto 
especificado de premi les son 
es que tenemos la suerte de hallarlas. O, para utilizar una metáfora 
deliciosa de un amigo mío, hay quienes dicen que la «cremallera» heurísti 
ca de una estructura deductiva sube desde abajo (la conclusión) hacia 
arriba (las premisas)5% mientras que otros afirman que va de arriba 
abajo. ¿Cuál es su posición? 

Ara: La de que su metáfora es inaplicable a la heurística. El 
descubrimiento ni sube ni baja, sino que sigue una trayectoria zigza 
gucante aguijoneado por los contraejemplos, se mueve de la conjetura 

ngenua a las premisas y vuelve de nuevo a eliminar la conjetura ingenua, 

sustituyéndola por el teorema. La conjetura ingenua y los contraejemplos 
no aparecen en la estructura deductiva desplegada: el zigzag del descubri 
miento no se puede discernir en el producto terminado 

Marsrro: Muy bien. Pero, permitaseme í 
atención. El teorema no siempre difiere de la conjetura ingenua. Al 
probar, no mejoramos necesariamente. Las pruebas mejoran cuando 


“5 y constatando e las interesantes, si 


roducir una llamada de 


53 Esta última frase está sacada del interesante artículo de Alice Ambrose (1959) 
pig. 438) 

4 C£.la nota7. La metáfora de la scremalleras la inventó R. B, Braitwaite; sin embar 
o, sólo habla de cremalleras alógicas» y sepistemológicas, y no de cremalleras wkcuristicasa 
11053), pág 352 


la idea de la prucba descubre aspectos mesperados de la conjetura 


que aparecen entonces en el teorema. Pero, en las teorías 
ingenua que :o 

” 7, podría no ocurrir así. Es asi efectivamente en el caso de 
teorías jóvenes en desarrollo, Este entrcrcjido de descubrimiento y justifica 
ción, de mejora y prueba, es principalmente característico de las últimas. 


Rara Jupurte]: Es posible rejuvenecer las teorías maduras, El descu 
brimiento siempre supera la justificación. 

Siena: Esta clasificación corresponde a la mía. MÍ primer tipo 
de proposiciones estaba formado por el tipo maduro; el tercero, por 
el tipo en desarrollo. 

Garma: [le enterrampel: ¡El 1corema es falso! He hallado un contras 
jemplo. 


5. Critica del Análisis de la Prueba mediante Contraejemplos 
Globales, pero no Locales. El Problema del Rigor 


(a) Exclusión de monstruos en defensa del teorema 


Gamma: Acabo de descubrir que mi Contraejemplo 5, el cilindro, 
no sólo refuta la conjetura ingenua, sino también el teorema. Aunque 
satisfa 

Aura: Querido Gamma, no sea usted pelma; el cilindro era un 
chiste, no un contraejemplo. Ningún matemático serio tomará el cilindro 
por un poliedro 

Gana: ¿Por qué no protestó usted de mi Contrarjemple 3, el erizo? 
¿Acaso era menos «pelma» que mi cilindro255 Entorces, por supuesto, 
estaba usted críticando la comjetura ingenua y daba la bienvenida a 
las refutaciones. ¡.Iora está usted defendiendo el teorema y aborrece 
las refutaciones! Entonces, cuando surgía un contracjemplo, su pregunta 
era: ¿qué es lo que va mal con la conjetura? bora, pregunta usted: ¿que 
es lo que falla en el contraejemplo? 

Deura: Pero Alfa, ¡se ha convertido usted en un excluidor de 
monstruos! ¿No le da vergúenza?56 


e ambos lemas, no es culeriano. 


3 El erizo y el cilindro se discutieron más arriba, págs. 33 y 48 
3% La exclusión de monstruos eo defensa del teorema constiruye un parrón importante 
en matemáticas. informales: «¿Que es lo que está mal en que falla 
la fórmula de Euler? ¿Qué condiciones geométricas que hagan más preciso el significado 
de 1.1 y C asegurarán la valider de la fórmula de Euler?» (Pólya [1945], 1, ejercicio 
29 51 la respuer 
terminar en esquinas...» (pág. 225). Pólya lo formula en general: «La situación frecuente 
en matemáticas es la siguiente: ya se ha formulado un tcorema y hemos de dar un 
significado más preciso a los términos en los que se formuls, a fin de hacerlo estrictamente 
correcto (pág. 55) 


se da em el ejercicio 24, siendo e ura drlebs, debí 


Aura: Lo soy; pu 


«e que me haya precipitado un poco. Déjeme 
¿pos pasibles de contraejemplos. Ya hemos discutido el 


vero, que es local aunque no global; ciertamente, no refuta el te: 


227, lil segundo, que ex santo global como: local, no! requiere ninguna 
tercer tipo global, pera no local. Este refutaria el teorema, No pensaba 
que fuese posible, pero ahora Gamma pretende que el cilindro es uno de 

raci sbal: 1" += 1. ¿Acaso no pertenece al se 
gundo tipo inocuo? Apuesto algo a que no satisface al menos uno de los 


nplo 


Gauna: Comprobémosto. No cabe duda de que satisface el primer 
lema: sí quitamos la cara de a 
el encerado, 


jo; resulta fácil est 


el resto sobre 


ALrA: Pero si resulta que quita usted la cubierta lateral, el tinglado 
se descompone en dos piezas 

Gamma: ¿Y qué? El primer lema exigía que el poliedro fuese «sim- 

es decir, que utras eliminar una cara, se pudiese estirar sobre 
un plano». El cilindro satisface el requisito, aun cuando se empiece 
eliminando la cubierta lateral. Lo que usted pretende es que el cilindro 
satisfaga un lema adicional; a saber, que e) entramado plano resultante 
esté también conectado. Mas, ¿quién ha enunciado nunca este lema? 

Aura: Todo el mundo ha interpretado «estirar» como «estirar en 
ama piegam, uestivar sin desgajar».... Hemos decidido no incorporar el 
lema tercero debido a la prueba de Epsilon de que se derivaba del 
primeros. Pero, échele simplemente un vistazo a la prueba: descansa 
en el supuesto de que el resultado del estirado es un entramado conexo, 
De lo contrario, no tendríamos que, para el entramado triangulado, 
V— 14€ no fuese 1 

Gamma: ¿Por qué no insistió usted en enunciarlo explícitamente? 

Atras Porque considerábamos que estaba enunciado implícitamente. 

Gauna: Por lo que a usted respecta, eso no es así, ya que propuso 
que «simple» equivaliese a «hinchable en un=Jzalón»99. El cilindro se 
puede hinchar hasta que forme un balón, por lo que, de acuerdo con 
su interpretación, se ajusta al primer lema. 

Aura: Bueno... Pero ha de estar usted de acuerdo con que no 
satisface el segundo lena, según el cual 


«toda cara secada por una diagonal 


37 Los contracjemplos focales y no globales se discutieron en las págs, 26-29. 
38 Vénte la pág 58. 


68 Véase la pág SI 


« a esrculo o da 
que f 10 imal. puede aberlo expresado literalmene . 
el cilind meden trazar diagon aba ahí com si ¡entemente? 
es ul ta que conecta dos vértices 00 tel ss del cilindro la cumple: y ig el cilindro 
Si quier mostrar que el círculo m teoren sé A 
trace una diagonal que » una nueva Gamma: ¡Primero modifi lema del estirado, introduciendo 
la «conexión» y ahora, el lem. riangulación, introduciendo su 
racioso; usted sabe mi que mo puedo eliusula existencial! Además, tuda esa palabrería oscura acerca de «supo. 
Gamma: ¿Admitiría usted entonces que «hay una diagonal del circulo iciones ucultas» solo oculta el hecho de que mi cilindro le ha hecho 
que no crea una nueva cara» es un enunciado f usted inventar estas modificaciones 
Aura: Si, lo admitiría. ¿Qué está usted tramando ahor Aura: ¿Qué palabrería oscura? Ya habíamos acordado omitir, esto 
Gamma: Entonces, ha de admitir usted que su negación es verdadera es, «ocultar», los lemas trivialmente verdaderos62, ¡Por qué habriamos 
aber, que «todas las diagonales del circulo crean una nueva cara» | de enunciar e incorporar lemas trivialmente falsos: son igualmente trivia 
o que «el círculo es simpler Aexo» les y aburridos! Manténgalos usted en su mente (en ¿hyme), pero no 
Aira: No puede usted presentar un curo de su lema, según el [| los enuncie. Un lema oculto no es un error, sino una sutil abreviatura 
cual «todas las diagonales del circulo crean una nueva € por tarto, que apunta hacía nuestro conocimiento básico. 


ho ea serdadero, sino significativo. Su concepción de la verdad es falsa Kkva [ener] El ecoos 
Kara [aparte]: ¡Primero disputaban acerca de lo que es un poliedro | que lo sabemos todo, cuando de hecho no sabemos nadaS 


miento básico es aquello de lo que suponemos 


y ahora, acerca de lo que es la verdad 
Gaxima: ¡Pero, si ya admitió usted que la negación del lema era 
falsa! ¿O acaso una proposición ..1 puede ser asignificativa, mientras | pá 


xlmente inconscieme» (Russell [1903), 


17). «Hacer jue] una supa rstituye una expresión corriente entre 


A alicia y fla? Su. concepción del significado no | mento y enc», Véme combina disco que ace Gamos de la pra 
ol, pe 
Por favor, que conste que veo cuál es su dificultad, pero podemos Pa 


y que el lector extá famili 


con los lemas del tipo xv. La cantidad 
1d supuesta disminuye a. med : a 


que la crítica convierte el conocimiento 
miento, Cauchy. por ejemplo, ni siquiera se dio cuenta de que su famoso 
da una «familiaridado con la teoría de mimeros ree, Hubiera, rechazado 
cualquier contraciemplo que explicitase los lemas. acerca de la naturaleza 
de los muúmeros irracionales. No así Welerstrass y su escuela: los textos de matemáticas 

males contienen ahora un nuevo capítulo sobre la teoría de números reales en el 


(ener diagonales, de modo que en su caso, sca lo que sca x, el antecedente 
será siempre falso. Por consiguiente, el condicional será satisfecho por 
cualquier objeto, por lo que será significativo y verdadero. Tanto el 


círculo como la cubierta lateral son simplemente conexos y el cilindro 
satisface el segundo lema 
Aura: ¡No! Si no puede usted trazar diagonales, triangulando así 


las caras, nunca llegará a un entramado triangular plano y nunca podrá 


faraiiacidad con la fuía de múmeros realesn, (Véase, por ejemplo, el. Pare M 


Momia de 


concluir la prueba. ¿Cómo puede usted pretender entonces que el cilindro [| Hardy a parur de la segunda edición (19 la primera aun relegata la teoría de 

lemas ¿No ve uscea que ds que babe ua clado Y Times Soles l conocimien lc: o vé mié Ruin 53, Lies 

en ol lem La interpresación correcta de la simple concción |. 0y mueco roo agora ualeridal sn dto een el ecimio Hno A 
10 ea mente verdaderss de Gamma constituyeron un imponante innova: pd uo ora pee 

PO errado: 3 rei accedido Mie caigo] als tute trol Ena caco 


EEES AAA 


Gaxmas Si ha hecho usted suposiciones conscientes esas eran que 
(u) quitar una cara siempre deja un entramado conexo y (D) cualquier 
cara no triangular se puede cortar en triángulos, mediante diagonales 
Mientras estaban en su sabconsciente, se recogían como trivialaente rerd 

ros; con todo, el cilindro las ha hecho irrumpir en su lista consciente 
como trirualmente falsas. Ames: de enfrentuese al cilindro, ni siquiera 
podia usted concebir que los dos lemas fuesen falsos. Si dice usted 


ahora lo contrario, está usted reescribiendo la historia para pur 
del crrorós 

Zira: No hace mucho, Alfa, ridiculizaba usted las cláusulas «ocultas» 
que surgían de la definición de Delta después 
es usted quien aporta cláusulas uocultas» a los lemas, tras cada refuración: 
es usted quien cambia de terreno y trata de ocultarlo salvar la 
cara, ¿No le da vergúienza? 


cada refutación. Ahora, 


lada me divierte más que ver al dogo 


panza arriba. Tras revestirse con los ropajes del escéptico militante 
para demoler un tipo menor de dogmatismo, Alfa se pone histérico 
cuando, a su vez, es e/ quien se ve acorralado por el mismo tipo 
de argumentos escépticos. Ahora se dedica a juguetear, intentando com- 
batir el contracjemplo de Gamma, primero, con el mecanismo de del 
que él mismo ha desenmascarado y olvidado (la exclusión de monst 
y luego, 
ocultos» y al teor 


ndo de contrabando a la prueba una reserva de «lemas 


a, de «condiciones ocultas». ¿Cuál'es la diferencs 


Marsrio: El problema con Alía era sin duda cl giro dogmítico 
en su interpretación de la incorporación de lemas. Pensaba que una 


3. €. Becker schaló por primera vez una auposición «ocultas (1M/hclur(ead) €n la jructa 
de Cauehs (cuba la pructa de segunda mano, tomándola de Balver [1662]. la comideró 
un serra (1869, pág. 67.8. Llamó la aención sobre el hecho de que Cauchy pensaba 
que ados los policdros eran simplex: xu lema no solo er oculto, ino € 
Con todo, a ox historiadores no les cabe en la cabeza que lon grandes matenáticos 
cimeran dementes errores. Ein Poincaré [1008], de puede hallar un programa acen 
creo que nadíe poega en la de juicio esta verdad. Mas, 4) x€ tomasc moy al ple de 
la ler, deberíamos de concluir que ames de 1820, por ciemplo, m había matemáticas, 
de que sáría laramente excesivo; los gsómetras de aquella ¿poca enicadian valumariamente 
lo que explicamos roediame un discurso prolio. Eso no quiere decir que clas mo lo 
viesen en absoluto, sino que pasaban por encima de cllo demasiado rápido, siendo así 
que verlo bien hubiese esigido tomarte la molestia de decilon (pág 174). Fl forme 
de pecxer sobre el semoro de Cauchy hubo de ser escrito de nuevo al mudo de 1984 
«doblemás no.bueno tel no-errores reescribir completamente, La recscrcura la ho E 
so podha permanecer desapercibidos QIDIASI|, pin 20), HE propio Poincaré ple 
programa sl scorema de Euler: «Sc xabe que Euler probo que 1,14 C=? para 
Macros conos» (J1893]), Naturalmente, Euler enunció u tenccma para Jada los polen 


ba habrí 


perfecto de del mismo modo 


que Beta pensaba que podia enumerar todas las escepciones). Pensaba 
incorporindolos, podría ubtener no sólo un teorema mejorado, 


El cilindro le mostró que estaba equivocado, pero, en vez de admitirlo, 


lo que pretende ahora es considerar completo el 


málisis de la prueba 
si contiene todos los lemas falsos relerante E 


(0) El método de praeba y refuta 


Gauna: Propongo que aceptemos el cilindro como contraejemplo 
genuino del teorema. Invento un nuevo lema (o lemas) que serán 
refutados por ese contracjemplo y añado el (los) lema(s) a la lista 
original. Esto, naturalmente, es exactamente lo que ha hecho Alfa, 
sólo que en vez de «ocultarlos» para que scan ocultos, los anuncio 
públicamente 

Ahora, cl cilindro que constituía un contraejemplo sorprendente, 
peligroso, global y no local (del tercer tipo) respecto al viejo análisis 
de la prucba y al correspondiente teorema, será un inocuo contraejemplo 
global. local (el segundo tipo) respecto al nuevo análisis de la prueba 
y al correspondiente teorema nuevo. 

Alfa pensaba que su clasificación de contraejemplos era absoluta, 
aunque en realidad es relativa a su análisis de la prucba. A medida 
que el análisis de la prueba se desarrolla, los contracjemplos del tercer 
tipo se tornan en contracjemplos del segundo. 

Lamooa: Es 


tá bien eso. Un análisis de la prucba cs «riguroso» 
o uválido» y el correspondiente teorema! matemático es verdadero si, 
y sólo sí, no tiene contraejemplos del «tercer tipo». Llamo a este criterio 
el Principio xle la Retransmisión de la Flsedad, ya que exige que los 
contraciemplos globales sean también locales: la falsedad debería retran: 
mitirse de la conjetura ingenua a los lemas, del consecuente del teorema 

su antecedente. Si un contracjemplo global pero no local viola este 
principio, lo restauramos añadiéndo un lema «conveniente al análisis 
de la prueba. El Principio de la Retransmisión de la Falsedad es, por 
tanto, un priscipio regulativo del análisis de la prueba in statu nascendi, 
mientras que un contraejemplo global aunque no local es un catalizador 
del desarrollo del análisis de la prueba 

Gaxma: Recuerde que, incluso antes de hallar una sola refutación, 
nos las arreglaremos para señalar tres lemas sospechosos, siguiendo 
adelante con el análisis de la prueba 


19 Véase la pág. 48 


ntracjemplos globales aparecen somo. 


contracjemplos del te 


po y todos los 1 


van a una construcción gradual del análisi 


la prueba y así man uno por uno en contraciemples del 
segundo tipo. 

En el segundo caso, cuando ya estamos en plan suspicaz y buscamos 
refutaciones, podemos llegar a un análisis de la prueba avanzado sin 
ningún contracjemplo, Hay entonces de vilidades. La prim 


lidad es que tengamos éxito con la refutación (mediante contracjemplos 
'ñados en nuestro análisis de la prueba. Podemos 
perfectamente descubrir que son también contraejemplos globales 


ALka: Así es como descul 


locales) de los lemas re 


el marco de cuadro: buscando un 
poliedro que, tras haberle sido eliminada una cara, no pudiese ser 
estitado sobre un plano. 

Sigma: Entonces, no sólo actúan las refutaciones como f 


mento 


del análisis de la prueba, sino que éste puede actuar como fermento 


de las refutaciones. ¡Qué alianza satánica entre supuestos enemigos! 
Lamboa: Exacto. Si una conjetura parece muy plausible o incluso 
autoevidente, debería probarse: puede que se descubra que descansa 
en lemas muy sofisticados y dudosos, La refutación de los lemas puede 
conducir a alguna refutación inesperada de la conjetuta original 
Si6ma: ¡A refutaciones generadas por la prucba! 
Gama: Entonces, «la virtud de una prucba lóg 
la ercencia, sino que sugiere dudas» 1”. 


ño es que faerce 


Lambba: Pero, déjenme volver sobre la segunda posibilidad: cuando 
no hallamos contraejemplos locales de los lemas sospechosos 
Siama: Es decir, cuando las refutaciones no asisten al análisis de 


la prueba ¿Qué habría de ocurrir entonces? 
Lampa: Seríamos tildados de excéntricos. La prucba habra de 
adquirir absoluta respetabilidad y los lemas habrían de eliminar toda 


9% La muestra es una clase más bien avanzada; Alfa, Beta y Gamma sospecharon 


de tres lemas cuando no había aparecido. ningún contraciemplo global, En la Hstox 
real, el análisi 


de la prueba llegó. varias décadas mis tarde: duraste un largo período, 
los contraciemplos o bien ss ocultaron o e condenaron como monsruos 0 3e Intliy 
entre las excepciones, El paso heurstico de los co 


raciemplos globales al análisis de 

(la aplicación del Principio de la Retransmisión de la Falsedad) era virtualmente 

acido en las matemáticas informales de principios del diecinueve. 

42 HL. G. Forder [1927), pág. vit, O: «Uno de los méritos p 
1 insinuar cierto. escepticismo acerca del resultado pu 

Pon 


incipales de las puebas 
badom. (Russell [19031 


+. chorro desluz de la teutación hacia un aspeco olvida 
la prueba (que s:peess ha sesbido: atención cn la penumbra 


S Dion sabido que la crítica puede arroj 


prinrén, convirtiendo las pra 


refutación pued 
convertir conjeturas implausibles en averdades a prí 


Keotarivas en pruebas, lo cual, aunque mo sea tan € 


Dos ;randes ejemplos de este patrón vienen dos 
y Newton. La historia de su caida es de 
mente deformada 
mmetria de Fsclides y 
per [1952], págs. 187-9). Tanto sw 

») se propusieron a modo de 

Parménides y Zenón, cuyas doctrinas 
falsedad lógica, el carácter inconcebible, de esos «postulados». Sólo más tarde 
se consideraron indubitablemente verdaderos tales «postulados», y los audaces «axiomas» 
antiparmenideos (como «el tado es mayor que la parten) se consideraron tan triviales 
que se omitieron en el análiss de la prueba posterior, convirtiéndose en «lemas. ocultos. 
Este proceso se inició con Aristóteles: tildó a Zenón de extravagante pendencicro y 
a sus argumemos de via ha sido recientemente desarrollada con 
todo lujo de interesantes dexalles por Árpád Szabó ([1960], pág». 65-84). Srabó ha mostrado 
que, en tiempos de Euclides, la palabra «axioma» (asi como «postulado») significaba 
¡ina proposición en el di 'exda para contrastar sue consecuencias 
vin que el compañero de discusión admiticse su verdad. Es una ironía de la historia 
que su significado resultase completamente invértido. La cúspide de la autoridad de 
Euclides se alcanzó en la Edad de la llustración. Clairavt insta a sus colegas a no aoscurecer 
las pruebas y cansar a los lectores» enunciando verdades evidentes: Euclides haci tal 
cosa tan sólo para convencer a los wsofistas obstinados» (1741), págs. x y x) 

Asimismo, a mecánico y teoría de la gravitación de Nexton se propuso como una conjetura 
usada que se vió ridiculizada y tildada de socultan por parte de Leibniz, y hasta el 
propio Newton abrigaba sus sospechas. Pero, unas décadas después, en ausencia de refuacio: 
es, sus axiomas llegaron a considerarse indubitablemente verdaderos. Las sospechas 30 
vidaroa y lor esiicos fueron masejad 


el surgimiento y caida de Buclidos 


jece haber sido propuesta: como tea nológica: (ef 


alados» como sus «axiomas» (0 «nociones 


icianes sudaces y provocativas que lansaban 


plicaban no sólo la falsedad, sino 


iscerla». Esta his 


yo critico (dialéctico, pl 


pr 


Algunas de sus suposiciones más dudosas llegaron 4 considerarse tan triviales que los 
libros de texto ni siquiera llegaron a eounciarlas nunca, El debate, desde Kart a Poincaré, 
ya no versaba acerca de la verdad de la teoría newroniana, sino acerca de la naturaleza 
de su certeza, (Este cambio radical <a la apreciación de la teoría newtoniana lo. señaló. 

por primera vez Karl Popper: véxse su [19632], pasrín 
La analogía entre ideologías políticas y teorías cientificas es, por tanto, más estrecha 
de lo que normalmente se crec: las ideologías políticas que pueden comenzar discutiéndose 
(y quisá aceptindose tan sólo bajo presion). pueden convertirse en conocimiento, básica 
olvidan (quizá se ejecutan) hasta 


incuestionable en una sola generación 


A AAA Y DY YD 


mee Laka'os 


Reg 


dns 


propóngase probarla y refutaria 
ontracjen— 


eriviales (análisis de la 
(contracjemplos globales) 
Regla 2. Si tie 


tanto de la conjeta 


echosos (comtraejemplos locales) 
usted un contrackmplo global, descarte su conjetura, añada 
vis de la prueba un lema contemiente que sea refutado por el contraejemplo 

descartada por otra mejorado que incorpore ese lema 


y sustituya la conjetur 


como condición0%, No 


y mita que uno 


efutatión sea descartada per monstruosa, 
Trate de hacer explícitos todos sus «lemas ocultos» 7% o 
Regla 3. Si tiem ejemplo local, compruebe 
global. Si to es, puede usted aplicar fácilmente la Regla 2 


ed sn 


ter si no es también 


(d) Prueba frente a análisis de la prueba. Relativigación de los conceptos de 
eorena y rigor en el análisis de la prueba 
Aura 


¿Qué quiere usted decir con «conveniente» en su Regla 2 
Gamma a 


Es completamente redundante. Se puede añadir cualquer 
lema que sea refutado por el contraejemplo en cuestión, pues cma/quer 
lema tal restaurará la validez del análisis de la prueba 

Larnoa: ¿Qué? Así que un lema del tipo: «Todos los poliedros 
tienen al menos 17 aristas» habría de ocuparse del cilindro. Cualquier 
otra conjetura aleatoria y ad Loc valdría lo mismo, siempre y cuando 
quedase refutada por el contracjemplo. A 

Gamma: ¿Por qué no? 

LamsDa: Ya hemos criticado a los excluidores de monstruos y de 
excepciones por olyidarse de las prucbas?2, Ahora está usted haciendo 
lo mismo, inventa un monsteso ea jedi de apra 2 prado 
La única diferencid que hay entre usted y el excluidor de monstruos 
es que usted haría que Delta explicitase sus definiciones arbitrarias 
y las incorporase al teorema como lemas. Además, no hay diferencia 
entre la exclusión de excepciones y su modo de analizar la pructa, 
La única salvaguardia contra tales métodos ad hoc es utilizar lemas 
convenientes ; es decir, lemas en concordancia con el espíritu del experimen- 
to mental. ¿O, acaso eliminaría usted la belleza de las pruebas de la 
matemática, sustituyéndols por un tonto juego formal? 


TT Pares que el primero en expresas eta regla fue Po L. Seidel (1847) pá 
Véase más abajo. pág. 159. l A 
79 «Tengo pleno derecho » proponer cualquier ejemplo que satisfaga las condiciones 
dera agameno tengo fer sspecas de que 1 que uned cosido como cempon 
cxuraños y absurdos son de hecho ciemplos Gmibarazosos 7 porjuicle para su corea 
Darboux [1874b]). e ds e 
«Mexterories el cúmulo de lemas impliios. Exigir un montón de tabajodesemba 
ruzarse de ellos» (G. Darboux [1883], sy MS , 
Véanse las páginas 47 y 59, 


Gauna: ¡Es preferible a su «espiritu del experimento mentala! Yo 
defiendo la objetividad de las matemáticas contra su psicologismo. 
Aura: Gracias Lambda, acaba usted de plantear de nuevo mi cas 
no se surenta un lema nuevo a partir de la mada para enfrentarse a 
un contracjemplo global aunque no local; lo que ocurre más bien 


€s que se examina la prueba con creciente cuidado y se descubre allí 
el lema. Así, querido Zeta, yo no he «apañado» lemas ocultos ni 
querido Kapa, los he «pasado de contrabando» a la prueba. La prueba 
los contiene a todos, solo que un matemático maduro comprende la 
prueba completa a partir de un breve bosquejo. No habría que confun- 
dir prueba infalible con análisis inexacto de la prueba. As tenemos ahí el 
irrefutable teorema maestro: «Todos los poliedros con los que se puede 
realizar el experimento mental o, dicho sea brevemente, todos /os poliedros 
de Cauchy son eulerianos». Mi aproximado analista de la prueba trazó 
el límite de la clase de los poliedros de Cauchy con un lápiz que, 
he de admitir, no estaba especialmente afilado. Ahora, los contracjemplos 
excéntricos nos enseñan a afilar nuestro lápiz. Pero, est primer lugar: 
o bay lápiz absolutamente afilado (y si nos pasamos al afilarlo, se romperá); 
y, en segundo lugar, a/ilar lápices no es hacer matemáticas creativas, 

Gama: Estoy perdido. ¿Cuál es su postura? Antes cra usted el 
campeón de las refutaciones. 

Aura: ¡Oh, se trata de las dificultades del crecimiento! La intuición 
madura barre a un lado la controversia. 

Gamma: Su primera intuición madura le llevó a su «análisis perfecto 
de la prueba». Usted pensaba que su «lápiz era absolutamente agudo, 

Aura: Me olvidé de las dificultades de la comunicación lingúística, 
especialmente con pedantes y escépticos. Pero el meollo de las mate 
cas es el experimento mental, la prucba, Su articulación lingúística 
(el análisis de la prueba), aunque necesaria para la comunicación, es 
irrelevante, Yo estoy interesado en los poliedros y usted en el lenguaje 
¿No ve usted la pobreza de sus contraejemplos? Son lingúñísticos y 
o poliédricos. 

Gama: ¿Así pues, la refutación de un teorema sólo descubre nuestro 
fallo a la hora de captar los lemas ocultos que encierra? ¿Por tanto, 
un «teorema» carece de significado a menos que comprendamos su 
prueba? 

Aura: Puesto que la vaguedad del lenguaje hace inalcanzable cl 
rigor del análisis de la prueva y convierte la formación del teorema en 
un proceso sin fin, ¿por qué preocuparse por el teorema? Los matemáti- 
cos practicantes, desde luego que no se preocupan. Si surge otro «con= 
traejemplow insignificante más, no admiten que su teorema quede refuta- 
do, sino, a lo sumo que su «dominio de validez» deberá ser convenient 
mente restringido. 


nt en el análisis de la prueba la a ci ica 
Aura: E to; r q 6 
ala regla: € ' pr. ' t miles, 

Laxana: Arguye usted que el rigor en «l análisis uncba. 
mentos mentales «transparentes» no pueden llevar a resultados paradóji 
cos y aun contradictoric : 

Ara: El lenguaje es vago, sí bien el pensamiento puede lograr un 


absoluto rigor 


LAMBDA 
padres 


Pero, sin duda «en cada er 
erap: 

mbién pensaban que lo habían al 

¿no nos engañamos también nos 


lo. Si ellos se engañaron 


Aras: «Hoy sc alcanza el rigor absoluto»7%, 
[Risitas en la clase?,) 
Gamma 


¡Esa teoría de la prueba «transparente» es burdo psicologis 


ALra: ¡Pero es 


eferible a la pedantería lógico-lingúística 
análisis de la prueba Ñ s le E Set 


73 Peincaré (1905), pág. 214 
% 1bil,, pág, 
grandes revoluei 


16, Los cambios en el crien 
es en matemáticas. 1 y 

pitagóricos sosten 
1 ser aritméticas. Con todo, descubrieron una prueba 
Cuando este escándalo acabó. por filtrar, 
aritmética se vió desacreditada, ocupando su lug 


lc «rigor de la pruebas han provos 


1 que las pruebas rigurosas 
se cambió el criterio: la «intuición» 
la geomérrica. Ello significó una reorgani 


mación importame y complicada del conocimiento muemárico (or ciemplo. a 


a la mala repuca 
de nuevo a la 


5). En el siglo dieciocho, algunas figuras «confundentes» conti pon 
ón de las pruebas geométricas, cos dl ecionevo als 
onización de la im 

de los máeneros reales. Hoy dl la a 


¿que el siglo diecinueve asirió 
¡ción arkmética con ayuda de la engorrosa teoría 

uta principal versa acerca de qué €s o m0 es 
riguroso en las pruebas de la ts de conjuntos y en las de la metamatemátic, cemo 
demuéstan ls conoci )nes sobre la admisibilidad de los experimentos mentes 


13 Como ya hemos señalado, la clase es muy avanzada, 
4 El término vpsicologismo» lo acuñó Husserl ([1900)). Para uns «crítica» anterior 


del psicologismo, vénse Frege [1893], págs. xvcevi. Los imc 
Alfa, abrazan abicramente el pscclogomo: an score 


nistas modernos, al reves 
«Un teorema matemático expres 
ico expresa un 


Pecho puramente mplrico; a saber, lóxxo de determinada construcción. la matemática 
3 sl estudio de ciertas funciones Je la mente humana» (Heyeing [1956], págs 8 y -0) 


ienca muy en secreto el modo en que reconcilian el psicologismó con la certeza, 


16 en a Mustración. Lor intulcionistas lo redoscabricon 


La expresión me 


iratemáticas propian 
pag. 140) 


y concepción de las matemáticas como «actividad esencialmente alin 


sica de la menton?S. ¿Cómo puede ser verdadera o falsa una a 


p sis 


la prueba 


Ara; ¿Sigue usted esperando ar al final a un análisis de la 


Si es así, digame por qu 
julad 


prueba perfectamente riguroso ao come 
F e o 


por el cilindro. Sólo 


ed formulando su nuevo teorema «es 
dicó. Su longitud y chapucería nos hubiera hecho reít desesperad 


mente. ¡Y eso, sólo tras el primero de sus nuevos contraejemplos! Usted 


sustituyó nuestro teorema original por una sucesión de teoremas cada 
vez más precisos; pero sólo en teoría. ¿Qué pasa con la práctica de 


esta relativización? Contraejemplos más excéntricos aún serán contrarres 
70 


ados por lemas aún más triviales, produciendo una «viciosa infinitud» 
de teoremas cada vez más largos y chapuceros*0, Cuando parecía condu- 
cir a la verdad, la crítica se consideraba vigorizante; pero resulta cier 
nos conduce indefi- 
itud viciosa en el 


mente frustrante cuando destruye cualquier verdad y 
mid 
pensamiento, mientras que usted nunca la detendrá en el /enguaje. 

Ganma: Yo nunca he dicho que tenga que haber un número infinito 
de contraejemplos. En determinado punto podemos alcanzar la verdad, 
con lo que se detendrá el flujo de refutaciones. Pero, como es matural, 
no sabremos cuándo. Sólo las refutaciones son concluyentes; las pruebas 

81 


¡mente sin propósito alguno. Yo detengo esta infi 


son una cuestión psicológica 


Palabras habladis o escritas, aunque es necesaria para la comunicación, munca resulta 
Ejecuada... La tarca de la ciencia no consiste en estudiar los lenguajes, sino en crear 
ideas» (Heyting [1939], págs. 745) 
» Brouwer (1952), pág. 141. 
+9 En castellano existe el término «regreso /nfimiton, sí bien no es más que un caso 
«especial de «iaficitad viciosa» (scblechte Unendlichhcit) y no se habria de aplicar aquí. Obvia: 
'l0 Normalmente, los matemáticos evitan los teoremas largos mediante el expediente 
alternativo de hs definciones largas, de modo que en los teoremas sólo aparezcan los 
férminos definidos (por ejemplo. 'ordinarion); eso resulta más económico, ya 
que una definición abrevia muchos teoremas. Aun así, en las exposiciones «rigurosas 
lis definiciones ocupan un espacio enorme, aunque rara vez se mencionan los monstruos 
que han llevado a ellas. En Forder (1927) (págs. 67 y 29), la definición de «poliedro 
Eirianos (junto con la definición de algunos de los términos definzorios) ocupa unas 
pardia Britannica, la definición de «poledro 


25 líneas; en la edición de 1942 de la En 
binarios Mena 45 líncas. 
si «La logica nos hace rechazar algun 


argumentos, pero no puede hacernos creer 


Lie Lakatos 
Lamnba: Yo aún confío en que la luz de la certeza absoluta brille 
cuando se agoten las refutaciones. 

Kapa: Pero, ¿se agotarán? ¿Qué pasaria si Dios hubiese creado 
los poliedros de modo que todos los enunciados universales y verd 
acerca de ellos (formulados en lenguaje humano) fuesen ¡nfinitames 
largos? ¿Acaso no constituye un antropomorfismo blasfemo suponer 
que los (divinos) teoremas verdaderos son de longitud finita? 

Seamos francos: por una u otra razón, están ustedes cansados de 
las refutaciones y de la formación fragmentada del teorema. ¿Por qué 
no decidir que ya hemos hecho bastante y detenemos el juego? Yi 
hemos abandonado el «Quad erat demonstrandum»; ¿por qué no abandonar 
también el «Qued erat demonstratump? La verdad es cosa sólo de Dios 

Zuxa aparte]: ¡El escéptico religioso es el peor enemigo de le 
ciencia! 

Sigma: No dramaticemos más de la cuenta. Después 
único que está cn entredicho es una estrecha penumbra de vague 
Lo único que ocurre, como ya he dicho, es que no: todas las propesicione 
son verdaderas o falsas. Hay una tercera clase que denominaría ahor: 
«más 0 menos rigurosas». 

Zera [aparte]: ¡Lógica trivalente: el fin de la racionalidad crítica 

SiGma: ...y establecemos su dominio de validez con un rigor que 
es más o menos adecuado. 

Arra: ¿Adecuado para qué? 

Sioma: Adecuado para la solución del problema que queremos resol 

Zxxa [aparte]: ¡Pragmatismo! ¿Todo el mundo ha perdido el interés 
por la verdad? 

Kara: ¡O adecuado para el Zeitgeist! «Suficiente en el día es se 
rigor»82 

Zera: ¡Historicismo! [Se desmaya.] 

Aura: Las reglas de Lambda para el «análisis riguroso de la pruebas 
privan a las matemáticas de su belleza y nos presentan la bizantins 
pedantería de los largos y engorrosos teoremas que llenan libros pesados 
y gruesos y que pueden terminar arrojándonos a una infinitud viciosa. 
La vía de escape de Kapa es la convención, la de Sigma, el pragmatismo 
matemático. ¡Menuda elección para un racionalista! 


ningano» (Lebesgue (1928), pág. 328. "Nota de lor editonz: Habria que señalar que l 
afirmación de Lebesgue es falsa si se toma al pie de la letra. La lógica moderna nos 
ha suministrado una caracterización preci de la validez que, como 56 puede mostrar 
satisfacen algunos argumentos. Así pues, es muy cierto que la lógica nos puede haces 
crees un ergemento, sun cuando no pueda hacernos creer en la concluión de un argumento 
válido, ya que podemos no creer una 0 más de sus premisas 

H. Moore [1902], pág. 41 


Pruebas y refutaciones A 


Gaxna: ¿Asi que un racionalista debería saborear las «praebas riguro 
Alfa 

del Principio de la Retransmisión de la 

las refutaciones? ¿Acaso las matemáti 

relación con la crítica y la lógica? 
Bera ya estoy harto de estas sutilezas verbales 

inconcluyentes, Lo que quiero es hacer matemáticas y no estoy interesad 

en las dificultades filosóficas de la justificación de sus fun 


los «lemas ocultos», la mofa 


edad y la eliminación de 


5 m0 tienen que tener ninguna 


Sea lo que 


damentos. 
Aun cuando la razón fracase en suministrar tal justificación, mi instinto 
natural me tranquilizaS%. 

Tengo entendido que Omeg; una interesante colección de 
pruebas alternativas y preferiría escucharle 

Onion: ¡Pero las pondré en un m 


co «filosófico! 


Bera: No me importa hacer un paquete, si hay algo más en el 
paquete. 


Nota 
ha sido, 

La distinción que establecemos entre prarbe y análisis dela prueba, así como la distinción 
correspondiente entre rigor “de la pruebo y rigor del análiis de lo pracho, parece set crucial. 
Hacia 1800, el rigor dela pruebs (Construcción o experimento transparente) se contraponía 
al argumento confuso y a la generalización inductiva. Eso era lo que Euler entendía 
por erguida demortratio», y la idea kantiana de las matemáticas infalibles también estaba 
basada en esta concepción (véase su ejemplo paradigmático de prueba matemática en 
a [1781], págo. 716-17), También se pensaba que uno demuestra lo que se ha propuesto 
demostrar. A nadie se le ocurría que la articulación verbal de un experimento. mental 
entrañase alguna dificultad real. La lógica formal aritotélica y las matemáticas cran dos 
disciplinas totalmente separadas: lox matemáticos comtideraban que aquélla era ciseamone 
inútil. La prueba del experimento mental suministraba convicción plena sin ningún patrón 
deductivo o estructura alógica» 

A comienzos del siglo diecinueve, la oleada de contraciemplos trajo la confesión 
Puesto que las pruebas eran transparentes, las refutaciones tenían que ser extravagancias 
milagrosas que habían de ser completamente segregadas de las pruebas indubiables. 
Larerolcióndelrigr de Cauchy descansaba sobre la innovación heurística de que el matemático 
10 debiera derenerse en la prueba: debería proseguir y hallar que es lo que habla probado, 
enumerando las excepciones o, más bien, enueciando un dominio seguro donde la prueba 
es válida. Pero, ni Cosby mi Abel vieron mingona conexión entre ambas problemes. Noa Je 


Enesta sección he intentado mostrar cómo la emergencia de la erírica matemática 


la fuerza conductora de la busqueda de afuridamentoss en las matemáticas 


9 «La naturaleza refuta a los escépticos, la razón, a los dogmáticos» (Pascal [1659], 
págs. 1206-7). Pocos matemáticos confesarian, como Beta, que la razón es demasiado 
débil como para justificarse a sí misma, La mayoría de cllos adoptan alguna vatiedad 
de dogmatismo, historicismo o pragmatismo confuso, permaneciendo curiosamente ciegos 
a su insostenibilidad; por ejemplo: «Las verdades matemáticas son de hecho el Proaño 
de lo completamente incontestable. Pero el rigor de las matemáticas no es absoluro; ent 
en un proceso de desarrollo continuo; los principios de loz matemáticas no bon cristalizado 
de ame seg par todas, sino que poseen una vida propia € incluso pueden convertirse €n 
el tema de disputas científicas» (A. D, Aleksandror (1956), pág. 7, (Esta ca puede 
recordarnos que la diéctica trita de explicar el Cambio sin wtiliear la critica: las verdades 
están sen continuo desarrollo», aunque siempre son «completamente incontestables») 


experimento mental) y. lu refuta 
- roduciendo ga 
igor de Weierstrass criunfó sobre sus rescciomeios ponente 


y ueultadores de lema vales usiloaban: soga tipo ala estupidez del. rigorm, 


artificialidad frente a hellezao, exc, El pipe del y eró al rigor e le 
tan solo en la medida en que les promera una corteza somplora, 

La teoría de conjumos de Cantor (con oxex hornada más de refutaciones inesperidas 
de tcoremar «rigurososs) convirtió en dogmicos una 
de Weciersrass, sempre dispuestos a combat 4 


gran parte de la via gusdia 
narquistas», excluyendo los huevos. 
monstruos o aludiendo 1 lemas ocultos» en sus teoremas que Iepcesotaban uel dema 
Erico en rigorn, mienteas continuaban Magelando como areaccionariosn a les de toa 
cuño por pecados ximilares 
junos, matemáticos »e dicron cuenta entonces de que la tendencia al rigor del 
análisis de la prueba, en el mévodo de pruebas y refutaciones, llevaba a ura ista 
EE, comenzó una contrarrevolución «imvicionistas: la frusrane pedangera 
lógico lingúlatica del anális dela prueba fue condenada y £e inventaron para los primar 
nuevas normas de rigor extremísas: una vez más, las matemáticas y la lógica se divorcia, 
Los logicistas trataron de salvar al matrimonio y naufragaron en las paradojas. Pd 
rigor de Hilbere convirió las matemáricas en una telaraña de amb de la Prardo y 
pretendía detener su regreso infinito. mediante transparentes prarhus de consistencia de 
Ku metatcoría intuicionista, El «substrato fundacional», la región de incrisicable famillaridad, 
islesplazó a lor experimentos mentales de las matemáticas. (CF. Lakavos [1902), papa 
19:84) rd 
acias a cada una dé las arcvoluciones del rigo 
con mayor profundidad en las 
miento. básico. familiar (ef 


el amis de la prueba penaró 


vebas, hasta el iabatrato fasilacion sel. «concer 
también la 'nota 63), donde la intuición tramparene, 
el rigor de la prueba, reinaba absolutamente y donde la ertica estaba excluida. dal, 
los diversos mieles de rigor difioren tan sólo acerca de dino trozos lo ines Hinisora entra Y 
rigor del análiis de lo prueba. y el rigor de lo pruebo; es decir, aserra de dende debio detener 
la crítica y comenzar la Justificación. ula certeza nunca se alcanzan; alos fundamentoso mueca 
se hallan, aunque la «astucia de la razón convierte cada aumento de roer €n un aumeno 
de contenido, del alcance de las matemáticas. Pero esta historia va más allá de aero 
presente investigación”. 


Nota de las Editores. Creemos que esta nora histórica minimiza un poco los logros 
de los «rigoristasa matemáticos. La tendencia al urigora da a veces la impresión de que 
ha constituido un esfuerzo encaminado hacia dos metas distintas, de las cuales sólo ina. 
resul alcanzable. Estas dos metas 50n, en primer lugar, los argumentos y pruebas rigurosa 
mente correctos (donde la verdad se transmite infaliblemente de las prembas a las Corclugo 

segundo, axiomps o primeros principios rigurosamente verdaderos (que habran 
de suministrar al sistema la primitiva inyección de verdad; verdad que se Sansmitria 
entonces al conjunto de 


matemáticas por via de las prucbas rigurosas). Él primero 
de estos objetivos resultó alcanzable (dadas, por supuesto. cierus supeniciones). nlemas, 


6. Vuelta a la Critis Prueba mediante 


El Proble: 


:ontraejemplos Lo- 


cales pero no Glo ¡a del Contenido 


OnirGa: Me gusta el método de prueba y refutaciones de Lambda y 
comparto su fe en que de algún modo llegaremos finalmente a un análi 
sis riguroso de la prueba y 


Por tanto, a un teorema ciertamente verda 
jun así, nuestro propio método crea un nuevo problema: +/ 
la prueba, al aumentar la certeza, dicmimuye el contenido, Cada ue 
vo lema en el anilisis de la prueba, cada nueva condición correspondien- 
te en el teorema, reduce su dominio, El aumento del rigor sc aplica a un 
número decreciente de poliedros. ¿Acaso la incorporación de lemas po 
está repitiendo el error cometido por Beta al jugar a lo seguro? ¿No Po. 
diríamos también nosotros «habernos retirado demasiado radicalmente», 
dejando fuera de las murallas cientos de poliedros eulerianos?84 En am. 
bos casos, podríamos estar tirando el bebé junto con el agua en que lo 
hemos bañado. Deberíamos poseer un contrapeso frente a la presión que hace ol 
rigor hacia la disminución del contenido, 

Ya hemos dado unos cuantos pasos en esta dirección. Permítaseme 
recordar un par de casos para reexaminarlos, 

El primeto de ellos se refiere a cuando nos encontramos por vez ari. 
mera con contraejemplos locales aunque no globalesó5, Gamma retrató 
el lema tercero de nuestro primer análisis de la prueba (que «al elimi.ar 
que el segundo demostró ser inalcanzable 

Fiege y Russcl han suministrado sistemas a los que se podrían traducir las matemá: 
ticas (faiblemente; vémse mis abajo, la pág, 144) en lor cuales los sintomas de reglas 
zon fnios en número y se específan por adelartado, Resulta que también se prado 
nostra (y es aquí donde entran las suposiciones quese acaban de mencionac) que cinlaules 
enunciado que se pueda demostrar empleado esas reglas constituye uña romaencicd 
válida de los axiomas del simema (es decir, que $ esos axiomas son edades 
Entaciado probado le de sero también). En cos simemas es preciso que mo haya lios, 
en las pruebas, pudiéndose comprobar sí una cadera de enunciados <a o no una prucka 
en un aúmero finito de paros. (Por supuesto, 53 exa Comprobación muestra pls Y 
secuencia de fórmulas no constituye una prucba, «so no establece que no ciltaras Y 
sistema una prueba genuina de la fórmula final. Así pues, en la comprobación de los 
pgucbas hay una asimetría que opera en favor de la verificación y en contra de a lución 
No existe ningún sentido serio en el que talez pruebas scan falbles, (Bien es cion 
que puede darse el co de que todos los que hayan comprobado una de esas praciao 
Someticsen algún ertor inexplicable, pero no se trata de una duda sera. Bien e vena 
que sl (meta —) teorema informal que dice que tales pruebas válidas seagate le recia 
puede ser fabo; pero mo hay razones seras para pensar tal com) Sin embarga, Jas 
cxiomas de ales sistemas son falbles en un sentido no trivial. Como es bien cabida, 
el intento de derienr sodas ls matemáticas a pai de verdades slOgKaa», samtocuida 
se ha venido abajo. 

28 Más ariba, pág. 46, 


58 Paca la discusión del primer ca10, vénse más actiba, págs, 26-29, 


SAseanananan»» 


Sana 


mice Laka 


ibilidades: o 
El elimú 
triángulo del centro del entramado sin eliminar una sola arista o 

Teníamos e 


triángulos del entramado trngulado, sólo tenemos dos pa 


eliminamos una arista o 


sonces dos posibilidades$0, La primera consistía en in 
corporar al teorema el lema falso. Ese procedimiento hubiese sido per 
fectamente adecuado por lo que respecta a la certeza, pero habria reduct 


do el dominio del teorema tan drásticamente que se habría aplicado tan 


sólo al tetracdro. Junto con los contracjemplos, habríamos arrojado te 
dos los ejemplos, excepto uno 

Esta era la razón de que adoptásemos la alternativa; en vez de estro 
har el dominio del teorema por incorporación de len 
sustituyendo el lema falsado por otro sin falsar. Con todo, este patrón 
vital de formación de teoremas se olvidó enseguida y Lambda no se 
preocupó de formularlo como regla heurística, Debería ser 
Regla 4. Si se tiene un contracjemplo local aunque no global, trátese de mejorar 
el análisis de la prueba sustituyendo el lema r:futado por otro no falsado 
Los contraejemplos del primer tipo (locales pero no globales) pueden 
suministrar una oportunidad de ammentár el contenido de nuestro teore- 
ma que está siendo continuamente reducido bajo la presión de contrac. 
jemplos del tercer tipo (globales, aunque no locales). 

Gamua: La Regía 4 muestra de nuevo la debilidad de la «intuición 
del análisis perfecto de la prueba» de Alfa, ya descartada$?. El habra 
enumerado los lemas sospechosos, los habría incorporado inmediata- 
mente y, sin cuidarse de los contraejemplos, habría formado teoremas 


lo ampliamos 


Marsrro: Oígamos el segundo ejemplo que nos ha prometido. 

Oxrca: En el análisis de la prueba de Beta, el segundo lema era «s- 
das las caras son triangulares». Esso se puede falsar mediante toda una 
rie de contraejemplos locales aunque no globales; por ejemplo, por el 
cubo o el dodecacdro. Por tanto, Señor, sustitúyalo usted por un lema 
que no quede falsado por ellos; a saber, que «cualquier cara partida por ua 
arista diagonal se descompone en dos partes». Mas, en lugar de invocar la Re- 
gla 4, increpó usted a Bera por hacer un «análisis descuidado de la prue: 
ba». Admitirá usted que la Regla 4 representa una recomendación mejor 
que el mero «sea usted más cuidadoso». 

Bera: Está usted en lo cierto, Gamma, y me ha hecho usted com- 


“Omega parece ignorar una tercera posibilidad: Gamma puede decir perfectamente 

que, puesto que los contraejemplos locales y no globales no muestran ninguna violación 

del principio de retransmisión de la falsedad, no hay que emprender ninguna acción. 
57 Cf más arriba, pág 65, 


48 Para la discusión de este segundo caso, ef, más arriba pág. 53. 


prender mejor «el método del mejor tipo de excluidores de excepcio 
nes», Comienzan con un precavido y «seguro» análisis de la prueba y, 
al aplicar sistemáticamente la Regla 4, construyen gradualmente el teore. 
ma sin expresar una falsedad. Después de todo, es una cuestión tempera 
mental que nos acerquemos a la verdad a través de enunciados excesivos 
siempre falsos o a través de enunciados 


e restringidos, 


siempre verdaderos. 
OmrGa: Puede que sea cierto, 


Hasta 


pero se puede entender de 
a Regla 4 mado en consideras 
interpretación más débil: «se elabora y mejora /ácilme 
la prueba, sustituyendo el lema falso por otro ligeramente modificado 
que no habrá de refutar el contraejemplo»%, lo único que se precisa 
para esto es una 


dos 


maneras hora sólo: hemos 10 


spección «más cuidadosa» de la prueba y una «mínima 
1», Con esta interpretación, la Regla 4 00 es más que un 
parche local en e/ marco de la pruebo original, 

Pero, también se puede dar una interpretación alternativa radical 
sustituir el lema, o tal vez todos los lemas, no sólo tratando de exprimir 
hasta la última gota de contenido de la prueba dada, sino tal vez 
también inventando una prueba »ás profunda, de mayor alcance y total 
mente distinta 

Marsrno: ¿Por ejemplo? 

Omrca: He discutido antes la conjetura de Descartes-Euler con 
un amigo, quien ofreció inmediatamente una prueba como la que sigue 
imaginemos que el poliedro está hueco, con una superficie hecha de 
material rígido, digamos, de cartón. Las aristas deben estar claramente 
pintadas por la parte interior. Hagamos que el interior esté bien ilamina- 
do y sea una de las caras la lente de una cámara ordinaria; desde 
esa cara se puede tomar una instantánea que muestre todos los vértices 

SicmMa [aparte]: ¿Una cámara en una prueba matemática? 

Omrca: De este modo, obtengo una foto de un entramado plano 
que se puede manejar exactamente como el entramado plano de su 
prueba. Del mismo modo, puedo mostrar que, si las caras son simplemen- 
te conexas, WM 4-+C=1, y añadiendo la cara-lente, invisible en la 
foto, obtengo la fórmula de Euler. El lema principal es que hay una 
cara del poliedro que, si se transforma en una lente de una cámara, 
fotografía el interior del poliedro de modo que todas las aristas y 
todos los vértices queden en la película. Introduzco ahora la siguiente 
abreviatura: en lugar de decir «un poliedro que tiene al menos una 


obsery 


19 Véase más arriba, págs. 54-55. 
10 Mácarciba, pág. 28 
» bid, 


cara desde la que se puede fotog de el interior 
Bera: Asi, su teorema se los poliedros cuasi convexes 
Omrca: En aras de la brev 
de esta idea de prueba p 


Gamua: Sin embargo. hay muchos pa mples que, aunque 


perfectamente culerianos, están tan codiabl indeatados que 
notienen ninguna cara desde la que se pueda fotografiar todo el interi 
La prueba de Gergonne no es más profunda que la de Cauchy 

la de Cauchy la que es más profunda que la de Gergonne 

Oxrca: ¡Por supuesto! Supongo que el Maestro conocía la prueta 
de Gergonne, descubrió que era insatisfactoria mediante algún contrae 
jemplo local y no global, y sustituyó el lema óptico, fotográfico, por 
el lema del estirado, topológicamente más amplio. De ahí, llegó a 
la prueba más profunda de Cauchy y no mediante un «análisis cuidadoso 
de la prueba» seguido de una ligera alteración, sino mediante ura 
innovación imaginativa radical 

Maestro: Acepto su ejemplo; pero no conocia la prueba de Gergon 
ne. Mas, si usted la conocía, ¿por qué no nos habló de ella? 

Omesa: Porque la refuté inmediatamente mediante poliedros euleria- 
nos que no son de Gergonne, 

Gama: Como acabo de decir, también yo he hallado tales poliedros. 
¿Pero, acaso es eso una razón para tachar simplemente la prueba? 

Omrca: Eso creo. 

Marsrro: ¿Ha oido usted hablar de la prueba de Legendre? ¿Tam 
bién la tacharía usted? 

Omrca: Por supuesto que sí. Es aún menos satisfactoria: su conteri 
do es aún más pobre que el de la prueba de Gergonne. Su experimento 
mental comenzaba haciendo un mapa del poliedro mediante una proy 
ción central sobre un esfera que contenga al poliedro, Supuso que 


2 La prueba de Gergonne se encuentra en Lhvilicr [1812-13], págs. 1779. Cono 
es natural, el original no podía contener aparatos fotográficos. Dice: «Tómese un poliedco 
una de cuyas caras sea transparente; imaginemos que acercamos el ojo a esta cara desde 
el exterior, hasta que esté lo suficientemente cerca como para poder ver el interior de 
odas las demás Caras...» Gergonne schala modestamente que la prueba de Cauchy es 
más profunda, «posee la gran ventaja de que no supone en absoluto el carácter convexon. 
(Con todo, no se le ocurre preguntar qué es lo que supone.) Jacob Steiner redescubrió 
más tarde sxencialmente le misma prueba ((1826)), Entonces le famaron la atención sobre 
la prioridad de Gergonne, por lo que leyóel artículo de Lhwilier con la lista de escepciones, 
10 que no le impidió concluir su prueba con el utcoreman: «Todos los politros son enderiamco 
ll artículo de Steiner provocó que Hessel, el Lhwilicr de los alemanes, escribiese su 
[1833)) 


y esfera fuese 1. Bligió el centro de pr ión de 1 


que la esfera estuviese cubierta totalmente una vez, pero sólo una 
esféricos, A 


tal punto, Su segundo: lem. naba qu 


afirmaba la existencia de 
ara el entramado poliédrico de la esfera 14 en logró 


descomponerlo en lemas trivialmente verda: de trigonometría esféri 


x bien, un punto desde el que sea posible semejante proyección 
sólo existe en poliedros convexos y en unos pocos poliedros 
agida incluso que los 


«cuasiconvexos» decentes; una clase más re 
poliedros «cuasiconvexos». Pero este teoremas «Todos los palie 


Lesendre 10n culerianosn9% dificre completomente del de Cauchy, aunque 


para peor, Es adesafortunadamente incompleto»9!, Representa un «es 


fuerzo vano quepresupone condiciones de las que no depende en absoluto 
el teorema de Euler. Ha de ser eliminado y es necesario buscar principios 
más generales 
Bera: Omega está en lo cierto. «La convexidad es en cierta medida 
accidental para el carácter culeriano. Un poliedro convexo podría trans 
formarse, por ejemplo, mediante una indentación o hundiendo uno 
o más de sus vértices, en un políedro no convexo con los mis 
números configuradores. La relación de Euler corresponde a algo más 
profundo que la convesidad»9%, Así que usted nunca lo captará con 
sus «cuasi» tal y cual 
Oxrca: Pensaba que el Maestro lo había captado con los principios 
3 a pr de Leg e puede encontar en su OD], aunque vo a lnea 
ses (pig. 161), Luego 


1d C= Zen era (pi 228) Pero hay una corrección excluidora de excepcio 

e pegao de la pág, TON, donde se dice que sólo se tendrán 

Da ls policros ersar, nor los poliedros cun convexos. En su [1809], Poinsor 

Mo rcimcro en darse. cuentas con ocasión de sus comentarios acerca de la prueba 

nd que la fórmula de Euler «es válida mo sólo para los sólidos convexos 

de Usguelo cuya Supertici queda coreda por una lines en dos puntós 

So quie! Sino también para aquellos poliedros que tengan ángulos hacia adentro, con 

E que de pueda halle en el imertor del sólido un punto que sirva como centio 

a, Pie la cullixe puedan proyectar lar carar del poliedro mediante líneas 

a aiod de policos con impolos entrames, De. hecho, la prueba de Legendre, 
eno ea aplica. todos stos polisdros adicionales (pág, 46) 

SE de Jonquiéres prosigue, tomando un argumento de Poinsor [1858]: «Al invocar 
nd Y pines amtoridados semejates, lo Único que se consigue es alimendr 
eco muy estendado que se ha aducñado incluso de los mejores ineletos: que 
ss de ales del ccorena de Euler consta tan sólo de poledros convexo 
(1189041, pág. 119) 

as. Eto es de Poimsor(J1858), pág, 7 

50 DM. Y. Sommers (1920). págs. 143 


non 


£ lei 


eros oraneanan na” 


pEerrrepnn» 


topológicos de la prueba de Cauchy, en la que fados los lemas de 
la prueba de Legendre se sustituyen por otros completamente nuevo: 
Pero entonces dí con un poliedro que refuraba incluso esta prueba, 
la más profunda hasta el momento. 


Fig. 15. 


Marsrro: Infórmenos de eso. 

OmeGa: Todos ustedes recuerdan el «erizo» de Gamma (fig. 7) 
Por supuesto, no era culeriano. ¡Pero no todos los poliedros estrellados 
son no-eulerianos! Tomemos, por ejemplo, el «gran dodecaedro estrella 
do» (fig. 15). Como el «dodecaedro estrellado pequeño», consta de penta- 


gramas, aunque dispuestos de modo diferente. Posee 12 caras, 30 aristas 
y 20 vértices, de manera que W— 44 C=29. 

Marstro: ¿Rechaza usted entonces nuestra prueba? 

Ourca: En efecto. La prueba satisfactoria ha de explicar también 
el culerianismo del «gran dodecacdro estrellado» 


Ro: ¿Por qué no admitir que su «gran dodecacdro estrellado» es 
sriangular? Sus dificultades son imaginarias. 


Derra: Estoy de acuerdo. Pero son imaginarias por una razón 
diferente. Ahora ya me he entregado a los poliedros estrellados: son 
fascinantes. Pero, me temo que sean esencialmente diferentes de los 
poliedros ordinarios. Por tanto, no es posible concebir una prueba 
que explique el carácter euleriano de, digamos, el cubo y del «gran 
dodecaedro estrellado» mediante una sola idea 

OxrGa: ¿Por qué no? No tiene usted imaginación. ¿Habría insistido 
usted tras la prueba de Gergonne y antes de la de Cauchy en que 


Este «gran dodecacdro estrellados ya había sido concebido por Kepler (1619) 
pák: 53). Polmsor lo descubrió independientemente enás tarde ([1810]), siendo el primero 
En examinar su carácter culeriano. La figura 15 está sacada del libro de Kepler. 


Pruebas y refunaciones 


los poliedros cóncavos y convexos son esencialmente diferentes y en 
que, por tanto, no era posible conccbir una prueba que explicase el 
Carácter culeriano de los poliedros convexos y cóncavos mediante una 
a idea? Permitame citar los Diálogos de Galile 


Sacnrwo: Asi, como usted ve, todos 


planetas y satélces (llamémoto 


e mueven en elipses 


Sauviari: Me temo que scan planetas movié 


arrojo y sc mueve en una parábola 


Simacio: ¡Pero esa piedra no ex un plancia! Se: trata de dos fenómen 
diferentes 
Sauvian: Por supuesto que esta piedra es un plancts, sólo que lanzada con una mano 


'menos poderosa que la que arrojó ha Luna 


Sumacio: ¡Tonterías! ¿Cómo se atreve usted a poner en pie de igualdad fenómenos 
celestes y terrestres? ¡Uno nada tiene que ver con el otro! 


1 supuesto que ambos 
se pseden explicar mediante pruebas, pero estoy completamente seguro de que ambas 
expl 


«ciones serán distintas. ¡No puedo imaginar que una prucba explique el e 
cclene de un planet y un proyectil terrestre con una única idea! 


Sauviar: Usted no podrá imaginarlo, pero yo puedo ingeniarlo.. 94 


Maestro: No se preocupe de los proyectiles y los planetas, Omega, 
¿acaso ha conseguido usted hallar una prueba que abarque los poliedros 
eulerianos ordinarios y los poliedros estre 
Omeca: No; pero lo conseguiréo, 
Lamapa: Eso dice usted, pero ¿qué pasa con la prueba de Cauchy? 
Ha de explicarnos por qué rechaza una prucba tras otra 


los culerianos? 


(6) La tendencia hacia pruebas finales y las correspondientes condiciones mcesa- 
rías y suficientes 


OmrGa: Ha criticado usted los análisis de la prueba por el hundimien- 
to de la retransmisión de la falsedad mediante comraciemplos del tercer 
tipo!%0, Yo los critico ahora por el hundimiento de la transmisión de la 
falsedad (o, lo que viene a ser lo mismo, la retranimisión de la verdad), me- 
diante contraejemplos del segundo tipo101, Una prueba debe explicar el 
fenómeno de la culerianidad en todo su ámbito. 

Mi alegato no es sólo en favor de la cerfega, sino también en la 
finalidad. El teorema ha de ser cierto, no ha de haber contracjemplos 
en sus dominios, pero ha de ser también final: no debe haber ningún 
ejemplo fuera de sus dominios. Lo que quieto es trazar una línca divisoria 
entre ejemplos y contracjemplos y no simplemente entre el dominio 


> Me ha sido imposible localizar esta cita 
Cf, la nora 103. 


inraejemplos globales, pera no locales 


101 Contrsejemplos a la vez globales y locales 


contraejemplos, por 
Larimbas O sea, y 
> suficien 


Kara: Par 


'Omeca: Por supues 
Kara: Es ñ en la infinitud vicios, 
urrirá lo mismo a la finalidad? Hallará usted al menos un poliedro 
riano fuera del dominio de cada una de sus pruebas cada vez més 

'undas, 

OMEGA: Por supuesto que sé que no es posible resolver el problema 
de la finalidad sin resolver el de la certeza. Estoy seguro de que les 
resolveremos ambos. Detendremos la infinita oleada de contraejemples 
no del tipo primero como del tercero. 


Marsrro: Es muy importante su bú de 


contenido creciente, 
pero ¿por qué no ace savisfacioriedad —la 
finalidad — como un extra agradable, aunque no obligatorio? ¿Por qué 
rechazar las pruebas interesantes que no contengan condiciones neces: 
rías y suficientes? ¿Por qué considerarlas refutadas? 

Omeca: Bueno... 102 


su segundo criterio 


Lampa: Sea como sea, Omega me ha convencido plenamente de 
que una sola prueba puede no ser suficiente para la mejora crítica 
de una conjetura ingenua. Nuestro método debería incluir la versión 
radical de su Reg/a Y y debería denominarse consiguientemente el métc- 
do de «pruebas y refutacioneso en vea de «prueba y refutaciones», 

Mu: Disculpe que interrumpa. Acabo de traducir los: resultados 
de su discusión en térmicos cuasi-topológicos: El método de incorpora- 
ción de lemas suministró una secuencia, que se va contrayendo, de 
dominios de teoremas mejorados sucesivos incluidos unos en otros; dichos 


102 La respuesta está en la célebre heurística de Pappo en la antigúedad, que sólo 


se aplicaba al descubrimiento de verdades «ultimas», «finales»; es decir, a teoremas que 
comuviesen condiciones tanto necesarias como suficientes, Para los «problemas de demos. 
trar», la regla fundamental de esta heurística era: «Si se tiene una conjetura, derívemse 
consecuencias de ella. Si se llega a una consccuencia que 1€ sabe que es ales, la conjetura 
cra falsa, Si se llega a una consecuencia que se sabe que es verdadera, inviértase el 
orden y, si la conjetura se puede derivar así de esta consecuencia verdadera, entoness 
es que cra verdaderan. (C£ Heath [1925], 1. págs 134.0) El principio sense aqua 
elfeausm y la búsqueda de teoremas con condiciones necesarias y suficientes se hallaben 

sta tradición. Lia búsqueda de la ceneza prevaleció sobre la de la finalidad 

glo diecisiete, cuando fracasaron todos los esfuerzos p 


en el transcurso de la emergencia de len y tendían au 
>resión continua de los contracjemplos locales, Esta secu 
La discusión ha mostrado que incluso este domino límite 

ser demasiado estrecho (quizá incluso vacio). Puede que tengamos 
mías pruebas m as cuyos dominios formen una secuencia 
culerianos recalcitrantes 


que constituían contraejemplos locales de pruebas previas. Estos domi 


»s, que son dominios límite, convergerán hacia el doble límite del 


de la comelara ingenua», que constituye después de todo la meta 
de la investigació 

La topología de este espacio heurístico constituirá un problema 
para la filosofía matemática: ¿serán infinitas las secuencias, convergerán, 
alcanzarán el límite, no será el límite el conjunto vacio? 

Epstos: ¡He hallado una prueba más profunda que la de Cauchy, 
que explica también la culerianidad del «gran dodecaedro estrellado» 
de Omega! [Pase ana nota al Maestro.) 

Omrca: ¡La prueba final! ¡Ahora se desvelará la verdadera esencia 
de la eulerianidad! 

Marsrro: Lo siento, pero se nos va el tiempo: tendremos que 
discutir la sofisticadisima prueba de Epsilon en otro momento 10%, 1 
único que veo es que no va a ser definitiva en el sentido de Omega. 
¿Sí, Beta? 


Pruebas diferentes suministran teoremas diferentes 


Bera: El punto más importante que he sacado en limpio de esta 
discusión es que pruebas distintas de la misma conjetura ingenua llevan 
a teoremas muy diferentes. La primitiva conjetura de Descartes-Enler 5€ 
mejora con cada prueba, tornándose en un teorema diferente. Nuestra prueba 
original arrojaba: «Todos los poliedros de Cauchy son enerianos». Ahora 
hemos aprendido algo sobre dos teoremas completamente distintos 
«Todos los poliedros de Gergonne son emlerianoso y «Todos los poliedros de 
Legendre son exlerianoso. Tres pruebas, tres teoremas con un antepasado. 
común10%, Así pues, la expresión usual «distintas pruebas del teorema 


18 > Noto de lor editores: El contenido de la nota de Epsilon se desvela más abajo, 
en el capítulo 2 

104 Hay muchas pruebas dela conjetura de Euler. Para una discusión heurística detallada 
de las pruebas de Euler. Jordan y Poincaré, véase Lakatos [1961] 


erroneo rorerororrarareannamner 


ss Imvre Lakaos 
de Eulern resulta confundente, pues oculta el papel vital qu 
las pruebas en: lasformación. de: teoremas i0h! dy 

1; La diferencia entre las distintas prucbas es más profunda. Sólo 
la conjetura ingenua versa sobre poliedro: 
sólo sobre objetos de € 


desempeñan 


Los teoren 


versan un 
'nne y objeros de Leger 


: hy, objetos de Gerg 
dre respectivamente, y no ya sobre poliedros. 
Bera: ¿Está usted h y? 
Pr: Nos explicaré lo que quiero decir, aunque lo haré en un contexto 
más amplio: deseo discutir sobre /ormación de conceptos en general 
Dra: Deberíamos discutir Ames sobre sentia, Encuema 
la Regla + de Omega es muy débil, incluso en su interpre 
Marsro; Perfecto, oigamos primero el enfoque de Dseta del proble 
ma del contenido y terminemos nuestro debate con una discusión de 
la formación de conceptos. 


¡ciéndose el gracioso? 


'ncuentro que 
¡ón radical16, 


108 Poiass, Lui, Cauchy, Stcne, Cree, todos elos pensaban que las diferen 
pruebas denonictas dl memo icorema. el srarmo de Eto, Pot al in almacia 
Eeicerle de un llo de ico, seri 

tre «El Teoeana sera con: Balr hepeias 
rea es de Legendre y la segunda, de Cauchy» (Crelle [1827], 2, pág. 671). = 
1. Pelis Cno muy ec e perenor de le desen al cies que la prue 
de Legio se aplicaba 3 ouos polcros además dez los comonos dias, Wise 
ns 193) Si go ata or 0 soma rua de Econ ol delos 
Que hb en cor as quis prnl de plis, endo sn tecno ad 
sin cambia la caracteres de Ester, dío prefer a le de Eopeodre par pin de 
A Sida ad al ls der dl Uco cid 
«experimento mental. NO 9 le ocurió comparas ambas pros desde dl puedas e 
del contr: en tl xs, la pruca de Fsles hubise resultado superior (De hecho, no oy 
'nada malo en la prueba de Euler. Legender aplicó la norma subjetiva de rigor conte 
o, descuilando la objetiva del contenido) TY O a 
[ra ye dar 

hpada de exe pane (00 menciona a Poinsor), señala que 
la simplicidad de Legendr nos más Qu menes, que pesome an comic 
sonocimiemo básico en trigonometria esférica (ABI2.130] pág 171). Pero, también Ltd 
ce qu Legends rd] mua a qu Er (DÍ F, ) 

eh Stúmr le acompaña e la apreciación de la pracba de Esgendos y en la suposición 
de que rodas as pruebas demuenran el maso teorema. (UESA), La apta dere 
Es us ias, ue sota Ss todas prucas sra demuenn que Sada 
ha alias on eoom ue lic todas ls pruebas diia demi ue 
des paicdres que me nen Limo, condados y aras amero sn sea dp 

Candy Geribió su [181] sole los polcdror cardo apar comu vee año, 
pcs ans de se seolación del igor. ly que cy cs 
la comparación que Polmor emables cre But y Lagendes 68 le iia 
la segunda parte de su tratado. Como la majoria de sus contemporincor. 89 Sap 
la diferencia de profundidad de hs dístimas pruebas, por lo que no podía aprcca d 
poder real de la propi. Pensaba que no haba hecho da uz dar al Ho nd a 
Eire treno, 4 Un aba may ltendo en eta qu a a a nd, 
ln más iv de ada de alo ens Sado 4 pics 

Giga Tue el primer en sprcir le profondiad Sl pad de 
(biie 11812130 pág. 19) ES ES 


% Véasela pág. 76 


elta sobre el Problema del Contenido 


(a) La ingensidad de lo conjetura ingenio 


Dsera: Coincido con Omega en deplorar que los excluidores de 
monstruos, los excluidores de excepciones y los incorporadores de lemas 
verdad cierta a costa del contenido. 
pruebas más profundas de la misma 


¿Por qué nuestra búsqueda de 


se esfuercen todos por consegui 

a Regla 419, que exig 

no es suficiente 

«tar delimitada por la primera conjetura ingenua 
»s? ¿Por qué la me 


Con todo, 
conjetura ingenua, 
contenido habría de 
con la que nos top 
habría de ser el «dominio de la conjetura ings 

Oxrca: No le sigo. ¿Acaso cabe alguna duda de que nuestro proble- 
ma era descubrir el dominio de verdad de 1 14 C=22 

Dsera: ¡No lo era! Nuestro problema era hallar la relación entre 
1, 1 y C para un poliedro cualquiera. No fue más que un simple 
¡ccidente que nos familiarizisemos en primer lugar con poliedros para 


de nuestra investigación 


ua»? 


los que Y —.-14 C=2, Sin embargo, un examen crítico de esos polie: 
dros «eulerianos» nos mostró que hay muchos más poliedros no culeria: 
nos que culerianos. ¿Por qué no buscar el dominio de 1 — 4 + C=—6, 
V-4+C=28 0 Y —-.14 C=0? ¿Acaso no son igualmente intere: 
santes? 

Sioma: Está usted en lo cierto. Prestamos tanta atención a 
Y — A+ C=2sólo porque pensábamos originariamente que era verda. 


dero. Pero ahora sabemos que no lo es; hemos de hallar una conjetura 
ingenua nueva más profunda. 

Dsera: ...que resultará menos ingenua, 

Soma: ..que consistirá en una relación entre V, 
cualquier poliedro. 

Oxeca: ¿Por qué precipitarse? Resolvamos primero el problema 
más modesto que mos hemos propuesto resolver: explicar por qué 
algunos poliedros son culerianos. Hasta ahora, sólo hemos llegado 
a explicaciones parciales. Por ejemplo, ninguna de las pruebas halladas 
ha explicado por qué un marco de cuadro con caras anulares en la 
parte de delante y en la de atrás es culeriano (fig. 16). Posce 16 vértices, 
24 aristas y 10 caras... 

Zuera: No ex, ciertamente, un poliedro de Cauchy: tiene un túnel, 
caras anulares. 

Bera: ¡Y con todo es culeriano! ¡Qué irracional! ¿Un poliedro culpa- 
ble de una sola falta (un túnel sin caras anulares (fig. 9)) ha de ser 
relegado con los chivos, mientras que otro que delinque el doble de 


1 y C para 


107 Véase más arriba, la pág. 76 


enemos bastantes rompecabezas con 
los políedros euleriar solvámoslos antes de abord: 
más general 
Dsera: No, Omega. «Puede y 
nes que resolver una sola, Un nuevo problema más ambicioso puede 
resultar más fácil de manejar que cl problema original»10%. Le mostraré 
sin lugar a dudas que su problema estrecho y accidental sólo se puede 
solucionar resolviendo el problema esencial más amplio 


un problera 
pr 


Fig. 16 


Oneca: ¡Pero yo quiero descubrir el secreto de la eulerianid 

Dsera: Comprendo su resistencia. Se ha enamorado usted del proble 
ima de hallar dónde ha trazado Dios la frontera entre los poliedros 
culerianos y los no culerianos. Pero no existe en absoluto razón alguna 
para creer que el término «euleriano» haya aparecido en los planos 
divinos sobre el universo. ¿Qué pasa si la culerianidad no es má 
que una propiedad accidental de algunos poliedros? En tal caso, no 
tendría interés e incluso sería imposible hallar los zigzags aleatorios 
de la línea de demarcación entre los poliedros culerianos y los mo 
culerianos. Admitir tal cosa, sin embargo, dejaría intacto el racionalismo, 
Puesto que en ese caso, la eulerianidad no formaría parte de la planif 
ción racional del universo. Olvidémonos, por tanto, de ella. Uno 
de los aspectos fundamentales del racionalismo crítico es que siempre 
estamos preparados para abandonar nuestro problema original en e 
curso de la solución, sustituyéndolo por otro. 


(6) La inducción como base del método de pruebas y refutaciones 


Sromas Dseta está cn lo cierto. ¡Qué desastre! 


104 Quienes se dieron cuenta del problema, independientemente, fueron: Liwilie 
[1812-130] y Hessel (1832). En el artículo de Hessel, las figucas de ambos marcos de 
cuadro aparecen iuntas. Cf. también la now 127. 


10 Pólya lo denomina «la paradoja del inventorn ([1945|, pág. 110). 


Dsrra: ¿Desastre? 
Sima: Si 
la relación entre 1, y C par 
Contemple la vasta muchedo 


Quiere usted ahora una nueva «conjetura ingenu 1 
quier poliedro, no es así? ¡Imposible 


contracjemplos: poliedros con 
cavidades, poliedros con caras anulares, con túncles, unidos por las 


1— 14€ puede tomar cualquier valor! 
reconocer orden alguno en este caos! Hemos 
abandonado el firme suelo de los poliedros eulerianos para caer en 


tano, Hemos perdido irremisiblemente una conjetura ingenua 


tenemos esperanzas de conseguir otra 
sera: Pero. 

Bera: ¿Por qué no? Recuerde el caos aparentemente sin esperanza 
de nuestra tabla de vértices, aristas y caras, incluso en cl caso de 
los poliedros más ordinarios convexo» 110, Fracasamos tantas veces a 
la hora de hacerlos encajar en una fórmula 111. Pero luego, repentinamen 
te, la regularidad real que los gobierna nos sorpendió: /—.1+C=2 

Kara [aparte]: ¿oRegularidad real»? Simpática expresión para una 
falsedad manifiesta. 

Bera: Lo único que tenemos que hacer ahora es completar nuestra 
tabla con los datos de los poliedros no eulerianos y buscar una nueva 
fórmula; observando paciente y diligentemente y con un poco de suerte 
daremos con la correcta; luego podremos mejorarla de nuevo, aplicando 
el método de pruebas y refutaciones. 


Poliedro 


1 cubo 
1 prisma triangular 
ll prisma pentagonal 
IV pirámice cuadrada 
Y pirámide trio 
VI pirámide pera 
VII veracd: 
VI ore 
IX «cubo truncado» 


Dsera: ¿Observación paciente y diligente? ¿Ensayar una fórmula 
ras otra? ¿Ácaso va usted a inventar una máquina de conjeturar que 
produzca fórmulas alesrorias y les contraste contre so AN 
la idea que usted tiene de cómo progresa la ciencia? 


100 Nota de lor Fi 


Arann ororr9a9$anon 


»*.e.o.nnoas 


Ire Lakaos 


Bera; No comprendo su sarcasmo, Sin duda estará usted de acuerdo 
en que nuestro primer conocimiento, nuestras conjeturas ingenuas, solo 
pueden surgir de la observación diligente y la repentina intuicion, 
por mucho que nuestro método crítico de «pruebas y refutacioness 
se ocupe de ello después de que hayamos descabierío una conjetura 
ingenua. ¡Tod 


método deductivo ha de partir de una base inductiva! 
Sicua: Su método inductivo nunca tendrá éxito. Llegamos a 
VU 14 C= 


tablas prim 


tan sólo porque dio la casualidad de que en nuestias 
5 no había ningún marco de cuadro o ningún erizo. 
Ahora que ese accidente histórico. 
Kara [apartel: ...o la benévola guía divina 
mA ;...ha desaparecido, nunca «inducirá» usted el orden a parir 
del caos. Comenzamos con largas observaciones y una feliz intuición, 
os. Ahora propone usted que comencemos de nuevo con 
servaciones más largas y una intuición aún más feliz. Aun cuando 
llegásemos a una nueva conjetura ingenua, cosa que dudo, acabaríamos 
en la misma confusión. 


Bera: ¿Deberíamos, tal vez, abandonar completamente la investiga 
ción? Tenemos que comenzar de nuevo; primero, con una nueva conjeta. 
ra ingenua y luego, pasando de nuevo por el método de prucbas y refa- 
taciones, 

Dsera: No, Beta. Estoy de acuerdo con Sigma y, por tanto, 10 
comenzaré de nuevo con una conjetura ingenua. 

Bera: Entonces, ¿dónde pretende usted comenzar, si no es con 
una generalización inductiva de bajo nivel como conjetura ingenur? 
¿O, acaso posee usted un método alternativo para comenzar? 


(4) Conjeturar deductivamente frente a conjeturar ingennamente 


Ds 


'a: ¿Comenzar? ¿Por qué tendríamos que comenzar? Mi mente 
á en blanco cuando descubro (o invento) un problema. 
Marsrno: No le tome el pelo a Beta. El problema es el siguiente 
«¿Existe una relación entre el mimero de vértices, aristas y caras de los poliedros 
análoga a la relación trivial que hay entre el múmero de vértices y aristas 
de los polígonos, a saber, que V=A2» 152 ¿Cómo reacciomaría ssted arte 
+ Dsera: Primero, no tengo una ayuda a la investigación del gobierro 
como para emprender una extensa observación de los poliedros, ai 
ayudantes de investigaciones suministrados por el ejército que cuenten 
el múmero de sus vértices, aristas y caras, para compilar tablas cen 
esos datos. Pero, aun cuando dispusiese de ellos, no tendría paciencia 
(0 interés) para ensayar una fórmula tras otra-para comprobar si encaja 


Véase más arriba, la pág. 22 


Bera: ¿Entonces, qué? ¿Va usted a tumbarse en el sofá y a cercar 
los ojos, olvidándose de los datos? 

Dsera 
no dato alguno, 

Bera: ¿Y de dónde su 

Dsera. Esta ya ahí, en 
ma: de hecho, está en la propia formula 

Bera: ¿Qué idea? 

Dsera: La de que para 

Bera: ¿Y qué? 

Dsera: Un problema no surge nunca de la nada, sino que siempre 
está relacionado con nuestro conocimiento de base. Sabemos que, pa 
los polígonos, 1/=.1. Ahora bien, un polígono es un sistema de 
polígonos que consta de un solo poligono. Un poliedro es un sistema 
depolígonos que consta de más de un polígono, Pero, para los poliedros, 
VU 4 A. ¿En qué punto se rompió la relación 1/=.1 en la transición 
delos sistemas monopoligonales a los sistemas polipoligonales? En lugar 
de recolectar datos, rastreo de qué modo se desarrolló el problema a par- 
tir de nuestro conocimiento básico; si no, ¿cuál era la expectativa cuya 
refutación presentó el problema? 

Sima: Perfecto, Sigamos sus recomendaciones, Para cualquier polí- 
gono, A—W=0 (fig. 17(a)). ¿Qué ocurre si le adoso otro polígono 
(no necesariamente en el mismo plano)? El polígono adicional posee 
y aristas y my vértices; ahora bien, al adosarlo al original a lo largo 
de una cadena de 11, aristas y al] + 1 vértices, aumentaremos en m —7, 
el número de aristas y en m — (1, + 1) el número de vértices; es decir, 
en el nuevo sistema bi-poligonal habrá un exceso del número de aristas 
sobre el número de vértices: 4 — 1/=1 (fig. 17(9); para un adosamiento 
inusual, aunque perfectamente adecuado, véase la fig. 17(£)). «Adosar» 
una nueva cara al sistema aumentará siempre en uno ese exceso 0, 


mente. Necesito una idea para comenzar con ella y 


usted su idea? 


cuando formulamos el proble 
¡ón del problema 


un polígono, /=.-1 


(e) 1%) 
Figo 17, 


10) 


U=C-1 
Dsera: O, 1.140 
Lamooa: Sin er falso para la mayoría d en 
male 
Sica: Pero, m 5 de llevar a sistemas ps 
abiertos», limitados ito de aristas, Puedo extender fácilmen 
te mi experimento 'emas poligonales «cerrados» sin an 


ite semejante « puede cabo cubriendo an 
ema poligonal abierto en forma de vaso con una tapadera poligon 
al encajar semejante tapa poligonal, aumentará C en uno, sin cambar 
VoA 
Dsra: O, para un sistema poligonal cerrado, o poliedro cerraco, 


obtener ahc rvar» el número de vértices, aristas y caras 


de un solo poliedro. 

Lamboa: Y ahora puede usted aplicar el método de pruebas y 
refutaciones sin un «punto de partida inductivo». 

Dsera: ¡Con la diferencia de que no se necesita inventar una prueba 
la prueba está ahí! Puede usted proceder inmediatamente con las refua 
ciones, los análisis de la prueba y la formación de teoremas 

Lamoba: ¡Así que, según su método, en vez de las observaciones, 


la prueba precede a la conjetura ingenua! 11 


Dsrra: Bueno, yo no denominaría «ingenua» a una conjetura que 
se ha desarrollado a partir de una prueba mi método no tay 
lugar para ingenuidades inductivas, 

Bera: ¡Objeción! Lo único que ha hecho usted es retrotracr el 
comienzo inductivo «ingenuo»: partió usted de «1/=.4 para los polígo- 
nos». ¿Acaso no basa usted eso en observaciones? 

Dsrra: Como a la mayoría de los matemáticos, no se me da ben 
eso de contar. Acabo de tratar de contar las aristas y vértices de 
un heptágono y primero hallé 7 aristas y 8 vértices y, luego, 8 aristas 

Bera: Bromas aparte, ¿cómo halló usted que Y = 4? 

Dsrra: Me quedé profundamente sorprendido cuando constaté por 
primera vez que, en el caso de un triángulo, YU — 4 =0. Por supuesto 
que sabía de sobra que en una arista /— 4 =1 (fig. 18(0)). También 
sabía que adosándole nuevas aristas, aumentaría siempre en uno el 

ero tanto de vértices como de aristas (fig. 18(9) y 18(0). ¿ 
qué, en los sistemas poligonales de aristas, /— 1=0? Entonces me 
di cuenta de que ello se debía a la transición de un sistema abierto 


está limit 


de a que por dos vértices) a un ma cerrado 
¿que no posee tal límite), puesto que en esa transición «oculta 
sistema abierto al encajar una arista sin añadir un nuevo vértice 
yé, Y no Observe, que 1=0 para los poll 


Fig. 18 Fig. 19, 
Bera: Su ingenio no le será de ninguna ayuda. Lo único que 

ha hecho usted es retrotraer aún más el punto de partida inductivo 
a, al enunciado de que 1.1 =1 para cualquier arista que sea 
> lo ha probado, usted o lo ha observado? 


Dsera: Lo he probado. Sabía, por supuesto, que para un sólc 

vértice 1= 1 (fig. 19) Mi problema era construir una relación análoga 
Bera [furioso]: ¿Acaso no observó usted que para un punto W=1? 
Dskra: ¿Usted sí? | 4parte, a Pi] 

de partida inductivo» fue el espacio vacio? ¿Que comencé «observando» 


Habre de decirle que mi «punto 


:omo sea, se han señalado dos puntos, Primero, Sigma 
argumentó en el sentido de que se debe a un accidente histórico que se 
pueda llegar a conjeturas inductivas ingenuas: cuando nos hallamos frente 
a un caos real de hechos, rara vez conseguiremos encajarlos en una 
fórmula elegante. Luego, Dseta mostró que para 
un punto de partida induetivista. 

Bera: ¡Objeción! ¿Qué pasa con esas' célebres conjeturas que mo 
han sido precedidas (ni siquiera seguidas) de pruebas, tales como la 
conjetura de los cuatro colores, según la cual bastan cuatro colores 
para colorear un mapa, o la conjetura de Goldbach? Sólo se debe 
a accidentes históricos que las pruebas puedan preceder a los teoremas, 
que el uconjeturar deductivo» de Dseta pueda tener lugar: de lo contra 
rio, las conjeturas inductivas ingenuas van primero 

Maesrko: Ciertamente, tenemos que aprender ambos patrones heurís. 


a lógica de pruebas 


mes no precitomos ma conjetura ingenua, mo precitamos en absoluto 


ticos: el conjetarar deductivo es mejor, aunque el conjeturar ingenuo vale 
más que nada. Ahora bien, cl conjelurar ingenuo mo es inducción; ¡no existen 
conjeturas inductivas! 

Bera: ¡Pero, hemos hallado la conjetura ingenua por inducción! «Es 
decir, nos fue sugerida por la observación, fue indicada por casos 
particul Y, entre los casos particulares que hemos examinado, 


podríamos distinguir dos grupos: los que preceden a la formulaci 


POPE 


Je la conjetura y los que vienen después. Los primeros sngerían la 


conjetura, los siguientes la apoyaban, Ambos tipos de casos suministran 
Este 
primero. constituye 


ación inductiva 0 /ágca 


“los hechos"... 114 


una especie de contacto entre la conjerura y 


doble contacto es el corazón de la 
la heuristica: inductivo y 


induce 


las apoyan 

Bera: Emonces, ¿qué me sugirió 2 2 que Y — A/4:G= 2,:0in0 
los hechos recogidos en mi tabla? 

Marstao: Le diré: usted mismo ha confesado que fracasó muchas 


veces a la hora de encajarlos en una fórmula 15, Pues 


bien, he aquí 
lo qu 


ocurrió: disponía usted de tres o cuatro conjeturas que fueron 
rápidamente refutadas una tras otra. Su tabla se construyó en el proceso 


de contrastar y refutar esas conjeturas. Dichas conjeturas muertas, y 
olvidadas, fueron las que sugirieron los hechos y no los hechos las 
conjeturas. Las conjeturas ingennas no son conjeturas inductivas : las abtenenos 
por ensayo y error, mediante conjeturas y refutaciones 18, Más, si usted ce 
(equivocadamente) que ha llegado a ellas inductivamente, a partir de 
sus tablas, si piensa usted que cuanto más larga sea la tabla más conjeturas 
sugerirá para apoyarlas consiguientemente, puede usted perder su tiempo 
reuniendo datos innecesarios, Además, al estar indoctrinado en el sentido 
de que el camino del descubrimiento va de los hechos a la conjetura 
y de la conjetura a la prueba (el mito de la inducción), puede used 
olvidar totalmente la alternativa heurística: el conjeturar deductivo!Y”, 

La benrística matemática es muy similar a la heurística científica, no porque 
ambas sean inductivas, sino porque ambas se caracterizan por conjeturas, pruebas 
y refutaciones. La diferencia (importante) estriba en la naturaleza de 
las respectivas conjeturas, pruebas (0, en el caso de la ciencia, explicacio- 
nes) y contracjemplos 18, 


14 Pólya [1945], vol. L págs. S y 7 (2 subrayado es mío), 

Ma Véase la pág, 87 

Má Pólya reconstruye elegantemente estos ensayos y errores. La primera conjeura 
es que C aumenta con Y. Ál refutaria, siguen dos conjeruras más 
C; “A aumenta con Y, La cuarta conjerura es la ganadora: 
(1945), vol. 1, págs. 357), 

117 Por otro lado, quienes, debido a la presentación deductiva usual de las matemáti 
se ercen que el camino del descubrimiento procede de los axiomas y/o definiciores 2 
las pruebas y teoremas, corren el riesgo de olvidar totalmente la posibilidad e importncia 
del conjerurar ingenuo. De hecho, en la heurística matemática, el peligro mayor está 
<a el deductivismo, mientras que en la heurística científica está en el inductivismo. 

18 El resurgimiento en exe siglo de la heurística matemática se debe a Pólya. Uno 
delos aspectos fundamentales de su admirable obra es el hincapié que hace en las semejanzas. 
entre la heurística ciéntifica y matemática, Lo único que se puede considerar como una 


A aumenta con 
+ V aumenta cor A 


Bera 


conjetura que haya sido usugerida» por hechos firmes, no conjetu 


sino que estaba precedida por muchas con; 


aras y refutaciones «preinge 
suas». La lógica de las conjeturas y refutaciones carece de punto de 
partida, aunque no así la lógica de pruebas y refutaciones, que parte 
de ha primera conjetura ingenua que ha de ser seguid: 
mental 

ALrA: Tal vez; pero, en ese caso, yo no debería 

Kara [aparte]: Ni siquiera en la heurística existe: algo así como 
la ingenuidad perfec 

Bera: Lo importante es salir cuanto 
y error, a fin de proceder rápida calizar experimentos mentales, 
sin guardar demasiado respeto «inductivo» por los «hechos», Tal respeto 
puede ser un estorbo para el desarrollo del conocimiento. Imaginemos 
que se llega por ensayo y error a la conjetura V— 44 C=2, y que 
ésta queda inmediatamente refutada por la observación de que 
V-A+C 4 se tiene demasiado 
respero por los hechos, especialmente cuando refutan las conjeturas 
de uno, se procederá con el ensayo y error pre-ingenuo, buscando 
otra conjetura. Pero, si se dispone de una heurística mejor, al menos 
se intenta ignorar la contrastación observacional adversa y se ensaya 
una contrastación por medio de un experimento mental, como la prueba 
de Cauchy. 

Sroma: 
de Cauchy? 

Bera: ¿Por qué llamar prueba a la contrastación de Cauchy? 
una contrastación! Mire, usted comenzó con una conjetura ingenua, 

— A+ C=2, para todos los poliedros. A continuación, extrajo usted 
consecuencias de ella: usi la conjerura ingenua es verdadera, entonces, 
tras eliminar 


le un experimento 


lamarla «ingenua» t10, 


nes del período de ensayo 


rente a 


0 en el caso del marco de cuadro, 


¿Qué confusión! ¿Por qué llamar contrastación a la prueba 


¡Era 


una cara, tenemos que para el entramado restante 
V-A+C=lmj usi esta consecuencia es verdadera, entonces 
V- A+C=1 incluso después de la triangulación»; usi esta última 


consecuencia es verdadera, entonces MU — 4 4 C vamtendrá mie 
tras que los triángulos se eliminen uno a uno»; «si esto es verdadero, 
entonces, para un solo triángulo, /— 44 C=1».. 

Ahora bien, ocurre que sabemos que esta última conclusión es 
verdadera. Pero, ¿qué hubiera ocurrido si hubiésemos concluido que 


deblidad exá relacionado con su fuerza: nunca cuestiona que la ciencia sea inductiva 
y, debido a su visión cortecta de la profunda analogía entre la heurística científica y 
la matemática, se ha visto llevado a pensar que también las matemáticas 50m inductivas. 
Lo mismo le pasó ameriormente a Poincaré (véase su (1902), la Introducción), así como 
a Frécher (véase su (1938), 

Mb Véase más arriba, pág. 56, 


para un solo triángulo 1— 14 C=02 Habríamos rechazado mmeci 
mente como falsa la conjetura original. Lo unico que hemos hecho 
€s contrastar nuestra conjetura: sacar consecuencias de ella, La € a 
ción parecía corroborar la conjerura, pero corroborar no A 

SIGMA: ¡Pero, entonces, nuestra prueba demostraba aún menos de 
lo que nosotros pensábamos! Tenemos, entonces, que invertir el proceso 
tratar de construir un experimento mental que lleve en la dirección 
puesta: del triángulo, de nuevo al pol 

Bera: Precisament Dseta señaló que en lugar de resolver 
nuestro problema inventando primero una conjetura ingenua mediante 
ensayo y error, contrastándola después, para terminar dándole la vuelta 
la contr ón para convertirla en una prucba, podemos comenzar 


directamente con la prueba real. Si nos hubiésemos dado cuenta de 
la posibilidad de conjerurar deductivamente, podríamos haber evitado 
toda esta chapuza pseudo inductiva 
Kara [aporte]: ¡Menuda serie dramática de cambios de chaqueta! 
El crítico Alfa se ha convertido en un dogmático, el dogmitico Delta, 
en un refutacionista y, ahora, el inductivista Beta, en un deductivista! 
SiGMA: Pero, espere un momento; si el experimento mental contcasta 


Bera: Lo llamaré análisis 

Sigma: ...puede después de todo ser seguido por un experimento 
mental probador. 

Bera: Lo lamaré síntesis... 120 

SIGMA: ...¿será el «teorema analítico» necesariamente idéntico al «teo 
rema sintético»? Al ir en la dirección opuesta, podríamos utilizar emas 
diferentes 12 


Bera: Si son diferentes, el teorema sintético debería primar sobre 
el analítico; después de todo, el análisis sólo contraste, mientras que la 
Sintesis praeba 

cra de hecho 
m parece haber sorprendido a la clase, distrayendo su 


Maisto: Su descubrimiento de que nuestra 


atención de nuestra argumentación principal; a saber, que si teremos 
una conjetura que ya ha sido refutada mediante un contracjemplo, 
deberíamos dejar de lado la, refutación para tra 
conjetura mediante un experimento mental. De este modo, podriamos 


de contrasiar la 


dar con una prueba, abandonar la fase de ensayo y error y pasar 


4 descubrimiemo matemático comiera con una con 
:ontinda con un ando y luego, en el caso de que el andiis no falre le coaje 


y nota 102). Pero, mientras que nues 


13 Según la heuristica de Pappo 


ara, con uma síntesis, (Cf. también más arriba, nota 7, 


tra versión del análinssíntri mejora la conjetura, la versión pappisera tan sólo la jraeba o 
la reto. 
Y CL. Robinson [1936], pág. 471 


n; pero permítasemo complementar las reglas 


a+ de Omega, medianve la 


Orca: Está usted ampliando ahora mi concepto de «profun 


y puede que esté usted acertando. Pero 


prác 


pasa con la aplicación 


1 de su nueva regla? Hasta ahora sólo nos ha sumi 


los acontecimientos. Su «conjeturar ded 


¡as producirse 


10» nu es más que la sóntesi 


correspondiente al análisis or del maestr 


Ahora debería ser usted 


honesto y utilizar su método para hallar una conjetura anteriormente 
desconocida, con el prometido aumento de contenido. 

Dstra: Exacto. Comienzo con el teorema generado por mi experi 

OxrGa: ¿Normales? 

Dsera: No deseo perder el tiempo pasando por el método de prueba 
y refutaciones. Me limito a llamar «normales» a todos los poliedros 
que se pueden construir a partir de un polígono «perfecto» adosándole 
(a) primero, C—2 caras, sin cambiar Y —.14C (estos poliedros serán 
normales y abiertos) y (b) una última cara que cierre, que aumenta 
en 1 V—A4C (convirtiendo asi el poliedro abíerto cn cerrado). 


Oxsca: ¿Poligono perfecto»? 

Dsera: Por polígono «perfecto» entiendo aquel que se puede cons 
truir a partir de un único vértice, adosándole primero 1—1 aristas, 
sin cambiar /— A y, luego, una última arista que cierre, lo que disminu 
ye en 1 VA 

OxtGa: ¿Coincidirán sus poliedros normales cerrados con nuestros 
poliedros de Cauchy? 

Dsera: No quiero entrar ahora en eso 


(4) Aumento del contenido medi 


nie conjeturar deductivo 


Marsruo: Basta ya de perliminares. Veamos su deducción. 

Dsrra: Sí, Señor. Tomo dos poliedros cerrados normales (fig. 20(a)) 
y los uno a lo largo de un circuito poligonal, de modo que desaparezcan 
las dos caras que se encuentran (fig. 20(9)). Puesto que, para los dos 


Véase más arriba, la p 


Ine Laka 


poliedros, U—,14+C=4, la desaparición de dos caras en el poliedro 
únido restaurará exactamente la fórmula de Euler, lo que no es ninguna 


sorpresa, según la prueba de Cauchy, ya qu 


el nuevo poliedro se 


puede hinchar para que forme una bola133, Asi, la fórmula se mantiene 


bien frente a esta prueba del encolado de 


Mas, intentemos 


ahora una prueba de encolado doble: «encolemos» los dos poliedros 
alo largo de dos circuitos poligonales (fig. 20(c)). Ahora, desaparecería 


4 caras y, para el nuevo polígono, tendremos que 1.14 C 
lo 4 de Alfa, el marco de cuadio! 
Dsrra: Si, ahora, a este marco de cuadro (fig. 20(c 


Gauna; ¡Se trata del Co 


o 


adoble-encolo» 


otro poliedro normal (fig. 21(0)), V=A+C será —2 (fig. 21(5). 
Sigua: Para un poliedro monocsferoide W—4+C=2, para uno 


diesferoide V— A+C= 
un poliedro ¡resferoide U— 4 + C 


211), 


), para uno triesferoide V— A+ C= 


Fig. 21 


10) 


y Nora de las Editores; Esta inferencia es falaz, aun cuando la conclusión sea corecta. 


De hecho, el encolado entraña la pérdida de 8 vértices 


aristas y 6 caras. Por anto, 


la caracteristica de Euler se raduce en dos. (La supuesta coincidencia exacta de las dos 
Caras sombreadas de la fig. 20(0) entraña invertir el bisel de uno de los semi-mircos, 


de modo «que se intercambien li 
"operación no altera ni 1 ni «lo C 


la más ancha y la más cotrecha, Puesto que esta 
de hecho el argumento sígue valiendo.) 


Dserai.lo que 
precedentes, complerada con su prueba y sin haber compil 
sola tabla 121 


Sima Res lriecnre encantador, Ni 


constituye su nueva conjetura de concenido sin 


do marco de cuadro, sino que además ha pro 
infinita de nuevos contraeje 


cido usted una variedad 
plos. 


Dsrra: Completados con su explica: 
Ro: Yu he llegado exactamente al mismo resultad 


por un camino 
diferente. Dscra comenzó con dos ejemplos eulerianos y los convi 


de un contraciempla y lo convierto en uh cjemplo. He realizado el 
siguiente experimento mental con un marco de cuadro: «Supon 
que el poliedro esté hecho de cierta substancia fácil de cortar, como 


si fuese barro blando. Pasemos un hilo por el túnel y luego por el 
barro. El marco no se desarmará...»1% Por el contrario, se habrá conver 
tido en un poliedro esferoide, simple y familiar. Bien es cierto que 
aumentamos en 2 el número de caras y en m, el número de aristas 
y vértices, pero, puesto que sabemos que la característica de Buler 
para un poliedro simple es 2, el original tiene que haber tenido la 
característica O. Ahora bien, si precisamos más cortes de esos, digamos 
”, para reducir el poliedro a uno simple, entonces su característica 


Siama: Eso es interesante. Ya nos ha mostrado Dseta que podemos 
no precisar una conjetura para comenzar a probar y que podemos ingeniar 
inmediatamente una síntesis, es decir, una prueba-éxperimento mental 

vir de una proposición emparentada con ella que sepamos que 
es verdadera. Ahora, muestra Ro que podemos no precisar una conjetura 
incluso para comenzar a contrastar, sino que podemos proponernos 
(pretendiendo que el resultado ya está ahi) ingeniar un 
un experimento mental contrastador 129, 


nálisis, es decir, 


Ourcas Pero, sea cual sea el camino escogido, sigue usted dejando 
sin explicar hordas de poliedros. Según su nuevo teorema, para todos 
los poliedros 1/—-14C es un número par, menor que 2. Con todo, 
hemos. visto unos pocos poliedros con características de Euler impares 
Tomemos el cubo con cresta (fig. 12) con V—4+C: 

Dsera: Nunca he dicho que mi teorema se aplique a fodos los 


Esto lo hiso Raschig, [18911 
123 Hoppe 118791, pág 102 
18 Una vez más, se rata de algo que forma parte de la heurisica pappiana, Denomira 


«tebicon al análisis y 'de um conjetura y =problemáticos, al que no parte de ningura 
Sonata (Hearho [102S|, vol. 1, pág. 158). El primero se refiere 2 problemas de prober 
y el segundo, de reir Go, problema de balar). CG. caembién Pólya [1945], 


% 


197204 («Trabajendo hacia atrás») 


págs. 12 


am € puede construir ndo una arist 


en un conveniente sistema onos penerad la prueba, sín 
reducir por ello el número d figs. 22(a) y ), Me pregunto 
si tal vez habrá también sistemas de polígonos «normales», construidos 
de acuerdo con nuestra prueba, en los que podamos borrar incluso 
más de una arista sín reducir el número de caras 

Gama: Eso es verdad. Mire este sistema y l «normal» (fis 


23(4)). Puede usted be 
(ña »)) 


[m Ol 30 


Fig. 22 


r dos aristas sin reducir el 


[ma 


Sioma: ¡Estupendo! Entonces, en general, 


V-A+ C= 


E 
an 1)+ Y e, 
Y 


para un poliedro r-esferoide (o n-tuplamente conexo) con e, aristas bo 
rradas, sin reducción del número de caras. 

Bera: Esta fórmula explica el cubo con cresta de Alfa (fig. 12), 
un poliedro monosferoide (»=1) con una cara anular: e, son cero, 


excepto para 0 que es 1, 0 consiguientemente, 


V-A4+C=3 
Sioma: También explica su «irracional» extravagancia culeriam: el 


cubo con dos caras anulares y un túnel (fig. 16). Se trata de un poliedro 


S 
disferoide (1=2) con Y €, 
A 


Por tanto, su característica es 


V-A4+C=2-24 


¡El orden moral se ha restaurado en el 
mundo de los poliedros!12 


27 Lhiicr 


(1812-13). pág 


sieviéadose aproximadamente de 


ambién lo restauró Hessel con fórmulas engorrosas y «dh 


S Si cllos, 1 : los que hace 
sumar las características culería sperficic descor 
al Y eu 
voarc= Y (22-04 3,0) 


Bera: ¿Y los ten 
Siena: ¡Yo lo se 


Gauma: ¿Para qué sirve toda esta precisión? ¡Basta ya de esta 
olcada de prerenciosas teivialida A 
Aura: ¿Por qué? ¿Acaso los tetracdros 
mo pa : o gemelo es un políedro tan bue: 
como su cilindro. A usted le gustaba la precisión 
Tenemos que hacer 


melos son monstruos y 


qué ridiculiza entonces nuestra nueva precisión 


que el teorema cubra sodos los poliedros; al hacerlo preciso, estamos 


maneras de encajar poliedros culerianos (J1832), págs. 1920). Cf. la 
óricamente, Lhulier en su [1812-13] se las arregló para generalizar la fórmula 
de Fuler” medianec comjerurar ingenuo, llegando. a iguiente — Fórmula 


PACA TADA AA) eel e ler. Tel 
úmero de túneles y p, el número blígonos intemos de la ¿ava cara. También lo. 
rabá por lo que respecta a los apulígoros intermos», aunque los túneles parecen haberle 
Eercotado. Construye la fórmula en un intento de dar cuenta de los tres tipos de uexcepeio. 
esa, pero su list de excepciones ces incompleta. (CF. mis arriba, la nora 30.) Además, esta 


incompletud no era la única razón de la falsedad de su conjetura ingenua, puesto que no se 

¿io cuenta de la posibilidad de que las cavidades fuesen múltiplemente conexas; de que pue. 

Se que no sea ponible determinar sin ambiguedad el púmero de tóneles en poliédros con un 

Sistema de túneles mmiicados; y de que nu es el «nuimero de polígonos intermos», sino el 
de caras anulares, el que resulta relevante (du fórmula fracasa para dos poligonos 

de adyacentes con ona arista combo). Para uva crítica de la «genentización inductiven 

de Lihudler, véxe Listing [1961 págs, 98-9. Cf. también la mota 151 

18 Unos 


matemáticos del siglo diecinueve se sintieron confundidos con semejan 
alex de comenido y no saban realmente cómo abordarlo. Algunos, 
como Móbis, utilizaron definiciones excluidoras de monstruos (vénse más Arriba, 

9] es particularmente 


pág. 32; otros, como Hoppe, ajuste de monstruos. El Huppe [1 
vevetador. Por otro lado, estaba al 


». como muchos de sus contemporáneos, por 
lener una «formula pencralizada de Fulern perfectamente completa, que lo cubriese todo; 
Además, huía de complejidades triviales. Así, a la vez que pretendía que su fórmula 
ya «completa y omnicomprensivar, aña 


a confusamente que «casos especales pueden 


Racer dudosa la enumeración (de constituyentes)» (pag. 109). Ex decir, 41 un polledro 
incómodo seguia derrotando su fórmula, entonces sus constituyentes estaban mal contados 
“el monstruo habria de ser ajustado corrigiendo la visión; por ejemplo, las arlstas 


cada gemelo det 
la mora 158. 


veria y. ontario! AU 


in poliedro separado (ibid) Para otros ejemplos, 


peoroano 


os Toro Laos 


rumentando su contenido y no disminuvéndolo. ¡En este caso la preci 


Kara: ¡Las virtudes aburridas:5on tan 
dos! Además, nun 
de detenernos cuando deje de ser interesante pa 

Aras Ten E 

(1).un vértice es un vértice 


como los vicios abur 
mpleta.. Hernos 


usted la precisión 
precisión 


zo una consideración diferente que hacer. Partimos de 


De ahí dedujimos 

(2) V=. para todos los polígonos perfecto: 
De ellos dedujimos ; 

6) V—=A1+0 
y abierto: 
De ello 

(4) V—=A+C 
y cerrados, es decir, los policed 
Sucesivamente, dedujimos una vez más de ello que 

(5) UV — 44 C=2- 2(1— 1)para los poliedros n-esfervides normal. 


1 para todos los sistemas poligonales normales 


para todos los sistemas poligonales normales 


> 
(6) V— 44 C=2-2n—1)+ Y e, para los poliedros n-esferoides 
os 


normales con caras múltiples conexas 
0) V=. 1+0=3 2207 v+É A 
1 e 


normales con caras múltiplemente conexas y con cavidades. 
E eS ES o elena de la el gula 
verdadero, ambien tora a A 

Ro [aparte]: ¿«Riqueza» oculta? Los dos últimos puntos lo único 
que muestran es cuán pobres pueden tornarse las gencralizaciones VO, 

LamsDa: ¿Cree usted realmente que (1) es el único axioma del 
que se sigue todo lo demás? ¿Aumenta el contenido esa deducción? 

Arza: ¡Por supuesto! ¿No es éste el milagro del experimento mental 
deductivo? Si consigue usted alguna vez un poco de verdad, la deducción 
la expande infaliblemente en un árbol de conocimiento 191, Si una deduc 


3 


ara poliedros mesfercidos 


10 CL las pá. 117.118 
del triangulo al poliedro) Pisón pensaba que wen solo axioma podría basar para generar 
MEAN o ón ddr Le le armario e e lia rel auto 1 e 


Lo de la comtmeción; lo consideramos intimiemslica 


Jucción, sino «verifi 


la Hamaría 
la verdadera demostración precisa 


ción se aumenta el contenido. yu 


cación»: ula verificación difiere d 
mente en que es puramente analítica y estéril» 
Laxnba: Pero, sin duda la deducción no 
do, Si la crítica revela que la conclusión es más ri 
> los lemas ocultos. 

los que contienen la sofistica. 


puede aumentar el conteni 
que la premisa, 


hemos de reforzar la premisa explicit 
Kara: Además, son esos lemas ocultos 
ción y la falibilidad, destruyendo finalmente el mito de la deduca 
infalible, 
Mausreo: ¿Alguna otra pre 


.gunta acerca del método de Dseta? 


(e) Contraejemplos lógicos frente a contracjemplos benristicos 


Aura: Me gusta la Regla 5 de Dsctal, del mismo modo que 
me gustaba la Regla 4 de Omega!59, Me gustaba el método de Omega, 
porque buscaba contracjemplos locales, que no: globales: precisamente 
Tos que las tres reglas originales de Lambda 19% ignoraban por ser lógica 

ko, carentes de interés heurístico. Sin embargo, 
la invención de nuevos experi- 


mente inocuas y, por tan 
Omega se vio estimulado por ellas para 1: 
mentos mentales, avances reales en nuestro cono 

Ahora Dseta se ve inspirado por contraejemplos que son tanto 
les; corroboraciones perfectas desde el punto de 
ista lógico, pero no desde el heurístico; aunque sean corroboraciones, 
siguen exigiendo la acción. Dseta propone ampliar, sofisticar nuestro 
original experimento mental para convertir en heurísticas las corrobora- 
ciones lógicas, de modo que los casos lógicamente satisfactorios lo 
Scan tambien no sólo desde el punto de vista lógico, sino además 
desde el heurístico. 

“Tanto Omega como Dscta están a favór de las ideas nuevas, mientras 


globales como lo 


sumento de conteido 18 comirtió en un 
da lógica informal antigua 
vodos ellos despreciaban 
me (alabando al mismo 


aida tan vda a la rerrmpección: silo más tarde el 
Timbolo mo de la potencia, simo de la debilidad de nxa inferencia 
En enérgicamente defendida por Descartes, Kant y Poincat 
E lógica formal aristordca, eliminándola por estéril e ds 
Kiemmpo la infalblidad de la fértil lógica informal) 
132 Porncaré [1902]. pág, 33. 
Ma LA casa de lemas ocultos, que no comenzó sino ca la crvica mates 
nte relacionada con el proceso que más tarde sustitui 
del pensamiento pox leyes dl lenguaje. Los desarrollos 
rerorames en tecria logica fucron peecedidos normalmente por el desarrollo de 
Tor mejores historiadores de la lógica tienden. 


Lx ertica matemática. Desgraciadamente, aut 
cine mención exclusivamente a los cambiar en la ería Kio sin perenne de sus 
on cambies en la prática lógico. Cf. también la nou 171 


árica a mediados 


del diecinueve, estaba fatima 
las pruebes por endlivsde pruebes y las loe 


134 Véase la pág. 95. 
139 Véase la pár. 76 
194 Véase la pág 68 


F mbda ecialmente Gamma están preocupados + truco: 
linguisticos que les permitan abordar sus irrelevantes contraejem 
ulobales y no locales, que son los únicos relevantes desde su excént 
punto de vista 

Zara: Así que el puet lógico es «excéntrico», gno: 

Mira: Sa punto d so sí lo es. Pero deseo hacer ctra 
consideración. Sea que la 3n aumente o no el contenido (nótes. 


umenta), sin duda parec 
to. Ce 


dejamos que el conocimiento crezca potente y armoniosamente para 
ar la relación que existe entre el número de vértices, arista 


le un poliedro cualquiera: ¡Se trata de 
ni refutaciones! 
Zeta la Kupa]: ¿Acaso 


ha perdido el juicio? ¡Se parte de 
deja món y F 


ALra: Esta campaña parcial, aunque irresistiblemente victoriosa, 
nos conducirá a teoremas que no son «evidentes por sí mismos, sino 
que se deducen sol 


la acci 


me de principios verdaderos y conocidos por 


continua e ininterrumpida de una mente que posee una clara 
visión de cada uno de los pasos del proceso»138, Nunca hubiesen podido 
ser alca 


ados por una observación uncutral» y por un repentino fogona: 

z0 de intuición. e 
Zuza: Tengo mis dudas sobre esta victoria final. Tal desarrollo 

nunca nos conducirá al cilindro, ya que (1) parte de un vértice y 


el cilindro carece de ellos. Asimismo, podemos no llegar nunca a un 
colisdas eigural o a police ynule dimecres 

perfectamente que esta expansión pieza a pieza y continua se deter 
en un punto, lo que le obligue a buscar un nuevo comienzo revolucicna 
rio. Además, incluso esta «pacífica continuidad» está llena de refutaciones 
y de critica. ¿Por qué procedemos de (4) a (5), de (5) a (6), de (6) 
a (7) si no es bajo la continuada 
bales como locales? Lambda a 


presión de contracjemplos tanto glo. 
-ptaba como contraejemplos genuinos 
sólo aquellos que son globales pero no locales, que descubrian la falsudad 
del 1corema. La innovación de Omega, adecuadamente alabada por 


Alfa, consistía en considerar también los contracjemplos locales fero 
no globales como contraejemplos genuinos: revelaban /a pobreza de 
la verdad del teorema. Ahora, Dseta nos pide que reconozcamos como 
genuinos incluso aquellos contr 


mplos que son tanto globales como 
locales; también ellos apuntan a /a pobreza F 


le la verded del teorema. 


137 No cabe duda de que Alfa parece haberse deslizado en la falacia de la heurbtica 


ás Descartes [1628], Regla 111 


Por ejemplo, los + contraejemplos 4 
locales como >, por Supuesto, coro: 
horacinni € respecta exclusivamente a la serdod, aunque son 
ef E omterido.. Pudemos denominar /ági 
los primer shales pero no locales) y benrísticos 
a los demás $ refutaciónes reconozcamos (lógica 
o heuristicas) más rápidamente crecerá el conocimiento. Alfa considera 
irrelevantes los contracjemplos lógicos y rehúsa dar el nombre de con 


traejemplos a lo: isticos, debido a su obsesión con la ide 


que el desarrollo del conocimiento matemático es continuo y en é 


desempeña ninguna función la crítica. 


Aura: Usted expande artificialmente los conceptos de refutación 


le crítica sólo para justificar su teoría critica del desarrollo del conoci 
miento. ¿Se trata de trucos lingúísticos como herramientas del filósofo 
Pr: Pienso que una discusión de la formación de conceptos podría 
ayudamos a dilucidar la cuestión. 
Gamma: Somos todos oidos. 


8. Formación de Conceptos 


(a) Refutación mediante extensión de conceptos. Nueva estimación de la exclusión 
de monstruos y de los conceptos de error y refutación. 


Pi: Me gustaría retracrme primero al período pre-Dseta o incluso 
al pre- Omega, a los tres métodos principales de formación de teoremas 
exclusión de monstruos, exclusión de excepciones y el método de pruebas 
y refutaciones. Cada uno de ellos partía 'de la misma conjetura ingenua 
iunque terminaba con teoremas diferentes y distintos sérmimos teóricos 
Ya antes ha trazado Alfa algunos aspectos de estas diferencias 1%, pero 
su explicación es insatisfactoria, espe e en el caso de la exclusión 
de monstruos y del método de pruebas y refutaciones. Alfa pensaba 
excluidor de monstruos «oculta tras la identidad de 
dística una mejora esencial» de la conjetura ingenuas 
gradualmente la clase de los poliedros «inge 


almes 


que el teorema 
la expresión ling 
pensaba que Delta contra 
nuos» para formar una clase purgada de monstruos no-culerianos. 

Gama: ¿Qué es lo que pasa con esta explicación? 

Pr: Que no eran los excluidores de monstruos quienes contrañan 104 
conceptos; eran los refutacionistas quienes los expandían, 

Dira: ¡Ahí queda eso! 


138 Vénse las págs. 58-59, 


POSSE AOrARrORpgeOOrrorrroarornn nano” 


104 Irore Lakar 


Pr: Volvamos a 


a época de los primeros exploradores de nuestro 
sema, Estaban fascinados por la bella simetria de los poliedros reguero 


pensaban que los cinco cuerpos regulares contenían el secreto del Cos 


mos. En la época en que se planteó la conjerura de Descartes-Euler, 
el concepto de poliedro incluía todo tipo de poliedros convexos € 
incluso algunos cóncavos. Pero sin duda no incl 


los poliedros que 
no eran simples o poliedros con caras anulares. Para los poliedros 
que tenían en mente, la conjetura ero verdadera tal como estaba y 
la prueba no tenía ni un fallo 14, 

Entonces llegaron los refutacionistas. Con su celo crítico, ampliaren 
el concepto de poliedro de modo que abarcase objetos que eran ajenos 
a la interpretación pretendida. La conjetura era verdadera en su nterpret. 
ción pretendida, mientras que era falsa tan sólo en una interpretación 
no buscada, imroducida de contrabando por los refutacionistas. Su «refuta- 
ción» no revelaba ningún error en la conjetura original, ninguna equivoco. 
ción en la prueba original: revelaba la falsedad de una nueva conjetura 
que nadie había pensado ni planteado anteriormente. 

¡Pobre Delta! Defendió valientemente la interpretación original" de 
poliedro, Se enfrentó a cada contr 
salvaguardar el concepto original. 

Gama: ¿Pero no era Delta quien cambiaba de posición cada ve: 
Siempre que presentábamos un nuevo contraejemplo cambiaba su defini 
ción por otra más larga que mostrase otra de sus cláusulas «ocultas». 

Pr: ¡Vaya estimación monstruosa de la exclusión de monstruos! Tan 


ejemplo con una nueva clásula para 


1 La Fig, 6 de Euler [175to] es dl primar policéro cóncavo que aya aparecito 
nunca ex un tomo geomálico, Legendre abla de poliedron convexo y cóneavos en 
da 1009]. Pero, nc de Luli, madie mencionó policdros cóncavos que no fueen 

"Eon codo, habra que añadir a cualificación interne La primera clase de polis 
quese haya investigado muaca comsaba en par delos cinco pollos regulares orsinacs 
Ma: polos esasisagulares, como primas y pieáeidos (cl Euclides). A parte de 
Renacimiento, diha clase se Cxendió Gn dos diteciones. Una es la que 5e indica en 
exo y que incloye todos los polledros convezos y algunos simples ligeramesse inderta 
dos. La ota e la de Kepler, quien aumentó la clas de los poliedros regulares (on 
Se invención de los polieros estados regulares Mas, 1 inventión de Kepler se oly o 
Just que la haló de nuevo Poinsor (dh. mis ariba, págs 334), No cabe duda 
de qué ler ml siquic 2086 con los palieros estrados, Cauchy tenía moxicha de 
los, pero su meme cota exeafamene dividida en compa 
Sra ble Hen sobre polldros enrellados la publicó, peo ignoró los poliedos estrellados 
Ma hon de presentar conmsiemplos de tus soremar generals acerca de poliedio 
do aa al joven Polasos CUIBIOD. Si bien más sdclante Cambió de lea (el ans acrb, 
la non 39 

Y pués a afirmación de Pi, aunque heurixicamente correcta (es decir, es verdadera 
en óna historia ecional de ls matemánicas), renales hinóricament Fals. (No deberías 
De acne) 


jentos: cuando se le ocurrió. 


sólo: parecía estar cambiando de posición. Se equivocaban ustedes al 
¡cusarle de utilizar subrepticios epiciclos terminológicos en la obstinada 
defensa de una idea. Su infortunio fue aquella portentosa Definición 
1:«Un poliedro es un sólido cuya superficie consta de caras poligonales» 


día que cubriese solamente sus poliedros ingenuos; el hecho de que 
abarcase mucho más era zlgo totalmente imprevisto e inintencionado 
por parte de quien la proponía. El público matemático estaba deseoso 
de apechugar con el contenido monstruoso que emergía lentamente 
de esta definición plausible y aparentemente inocente. 
tenía que balbucir una y otra vez, «Yo quería decir...», y tenía que 
seguir explic 


ando interminablemente sus cláusulas «tácitas»; todo 
porque el concepto ingenuo nunca había sido precisado, habiendo sido 
sustituido por una impretendida definición, simple aunque monstruosa. 
Pero, imaginemos una situación distinta en la que la definición hubiese 
fijado adecuadamente la pretendida definición de «poliedro». En ese 
caso, hubiese sido tarea de los refutacionistas ingeniar definiciones incluido. 
ras de monstrms aún más largas para, pongamos por caso, «poliedros 
complejos»: «Un poliedro complejo es un agregado de poliedros (reales) 
tal que dos de estos se sueldan por caras congruentes». «Las caras 
de los poliedros complejos pueden ser polígonos complejos que sesn 
agregados de poligonos (reales), de modo que dos de ellos se suelden 
por aristas congruentes.» Este poliedro complejo correspondería entonces 
al concepto de políedro generado por la refutación, debido a Alfa y 
Gamma: la primera definición permite también poliedros que no sean 
simples y la segunda, caras que no sean simplemente conexas. Así, 
ingeniar nuevas definiciones no es necesariamente tarea de los excluidores 


de monstruos o preservadores de conceptos; también puede ser la 
de los incl 


idores de monstruos o ampliadores de conceptos MI, 
Siowa: ¡Así pues, los conceptos y definiciones (quiero decir, los 
pretendidos conceptos y definiciones) pueden jugarse buenas pasadas 
unos a otros! Nunca soñé que la formación de conceptos pudiese 
ira la zaga de una definición impretendidamente amplia. 

Pi: Podría. Los excluidores de monstruos se limitan a mantenerse 
ficles al concepto original, mientras que los ampliadores de conceptos 
lo ensanchan. Lo más curioso de todo es que la ampliación de conceptos 
procede subrepticiamente: nadie se da cuenta de clla y, puesto que 
el «sistema coordinado» de cada cual se expande con el concepto que 
se amplía son presa de la ilusión heurística de que la exclusión de 


1 Un ejemplo interesante de definición incluidora de monstruos viene dado por 
la definición de Poineor de commxidad, que incluye los poliedros extrllador en la clase 
respetable de los cuerpus convexos regulares [1810] 


Drura: ¿Quién era entonces el deshonesto intelectualmente? ¿Quién 
hacía cambios subrepuicios en su posición 

CAN Admito que estábamos equivocados al acusar a Delta dl 
hacer contracciones subrepticias en su concepto de poliedro: sus ses 


definiciones denotaban todas ellas el 

de poliedro que había hercdado de su 
pobre en 

005: la exclusión de »n 

ciones. El reorema exclu 


mayores. Difinía el mismisimo 


10 forma conceptos, sino que sólo traslada 


lor de monstruos no constituye una mej 


de la conjetura ingenua 
Derra: ¿Quiere usted decir que mis definiciones eran todas ellas 
lógicamente equivalente 
Gamma: Eso depende de su teoría lógica; según la mía no lo 


son, con toda certeza, 

Derra: No es una respuesta muy útil, como tendrá usted que 
admitir. Pero digame, ¿refutó usted la conjetura ingenua? ¡La refutó 
usted sólo porque pervirtió subrepticiamente su interpretación original! 

Gasta: Bien, la refutamos en una interpret 
€ interesante de lo que usted hubiera 
establece la diferencia entre /as refut 
y las refutaciones que constituyen e 


ión más imaginativa 
oñado nunca. 


Eso es lo que 


ciones que sólo revelan un error tonto 
isadios relevantes en el desarrollo del conocimier- 
to. Si hubiese usted hallado que «para todos los poliedros 
V-— A+ C=l», debido a que usted hiciese mal las cuentas y yo le 
hubiese corregido, entonces yo no lam 

Bera: Gamma tiene r: 
dudar 


ia a eso una «refutación, 
azón; tras las revelaciones de Pi, deberíamos 
a hora de denominar contraejemplos locales a nuestros «contraejer- 
plos», puesto que, después de todo, no son inconsistentes con. 


conjerura 
en su pretendida interpretación, Con todo, no cabe duda de que son 
contraejemplos hcurísticos, puesto que hacen brotar el desarrollo del conoci- 
miento. Si hubiésemos de aceptar la estrecha lógica de Delta, el conoci- 
miento no se desarrollaría. Supongamos por un momento que alguien, 
con el marco conc: 


prueba de Cauchy de 
la conjetura de Euler. Halla que todos los pasos de su experimento 
mental se pueden realizar fácilmente en cualquier poliedro. Considera 


como obvio, como indudable, el «hecho» de que todos los poliedros 
son simples y de que todas las caras son simplemente conexas, Nunca 
sele ocurre convertir sus lemas «obvios» en condiciones de una conjetura 


mejorada, construyendo así un teorema, puesto que le f 
delos contraejemplos que muestrer 


ka el estímulo 
falsedad de algunos lemas «trivial 
aderos». Así pues, piensa que la «prueba» establece sin sombra 
de duda la verdad de la conjetura ingenua, que su verdad está fuera 


toma de falta de imaginas pobreza 
y satisfacción e impide el desarrolla 
(6) Conceptos generados por la prueba frente a: conceptos ingennos. Clasificación 


Pi: Permitaseme volver sobre el teorema generado por la prueba 


'odos los poliedras simples con caras simplemente conexas son cu 


nos». Se trata de una formulación confundente. Debería decir 


los objetos simples con caras simplemente conexas son culerianos.» 


GAMMA 
Pt: La primera formulación sugi 


que la clase de los poliedros 
simples que aparece en el teorema es una subclase de la clase de los 


«poliedros» de la conjetura ing 


ET es de hecho el caso de Cauchy. Es muy posible que si Cauchy hubiese descu- 
ben ya su método revolucionario de exclusión de excepciones (í. más ariba, pá 
7378). hubiera buscado y hallado algunas excepciones. Pero probablemente no llegó 
delaore al problema de lar excepciones, una vez que hubo decidido limpiar 

Eiuilles <l primero en constatar y encarar el 
finado al análisis) 


hasta más 
el análiss del esos. (Parece ho 
hecho de que tal «e 

Los historiadores, com: 
Cauchy que du teorema no era universalmente válido, lo enunció tan sólo par poliedros 
meo TES Siero que en su prueba viliza la expresión ala superficis convexa de un 

Shcdro» 181], pág. 81), y que en su [18136] enuncia de muevo el teorema de Euler 
E pida ; -mas sobre ángulos sólidos y poliedrar conexos 

"culo, pone un particular acento ca la validez 
er poliedro (Teorema Xi, pág. 94), mientas 
ma XIII y sus dos corolarios) explicitamente 


sn no estaba e 
Stinite en su [1914-31], afirman usualmente que, al notar 


bajo 
Poo. probablemente paa coneresar 
misa) del scoema de ler para 
Pee date iomuología descuidada de Cauchy? La ica de poliedr de Cauchy 
A canon sine que se pueden obtener hundiendo igeramente e ldo 
e y DS de norma. YA tomase, a ema Jano dí comparación 
A Aa iS mal que hace Cauchy de aconvexos: se tea de un al 
> : contraciemplos. En el mismísimo párrafo 
Couencia Ienediros. del loma de qué 


encabezamiento pencral: «Teo 


4 la hon de 
Y no un esfuerzo consciente por eliminar dic 
se que el teorema de Euler cs ona 
VA C=A para los entramados planos poligonales y afirma que «para la validez 
1 ño tiene ninguna imporancia que los polígonos estén em 
cupa tólo del nimero de polígonos 


del teorema V— A+ 

<l mismo O en diferentes plano, ya que el teorema se 

O del numero de sus constituyentes» (pág. 81). Este argumento es perfectamente correcto 

Mémeo del estrecho marco conceptual de Cauchy, aunque incorrecto en otro más amplio 

Sn que «políedro se refiera también a, por ciemplo, marcos de curdro, El argumento 
frecuen! ; primera mitad del diecinueve (p 


se sepa 


ARRE AO AAAPARAAARARON 


Sioma: ¡Por supuesto que la clase de los poliedros simples es una 
subclase de los poliedros! El concepto de «poliedro simple» contrae 
la clase amplia original de poliedros, al restringirla a aquellos sobre 
los que se puede realizar el primer lema de nuestra prueba, El € 
de «poliedro simple con caras simplemente cone: 
contracción de la clase original 

Pi: ¡No! La clase origi 


al de poliedros cont 


nía tan sólo poliedros 
que eran simples y cuyas caras eran simplemente conexas. Omega estaba 


equivocado cuando decía que la incorporación de lemas reduce el cont 
nido, 


OmEGA: Pero, ¿acaso ca 
contracjemplo? 


da incorporación de lemas no elimina un 


Pr: Por supuesto que sí; pero se trata de un contraejemplo producido 
por un ensanchamiento de conceptos 

OxrGa: ¿Entonces, la incorporación de lem: 
al igual que la exclusión de monstruos? 

Pr: No. La incorporación de lemas amrenta el contenido, cosa que 
no ocurre con la exclusión de monstruos. 

OurGa: ¿Cómo? ¿Pretende usted realmente convencerme no sólo 
de que la incorporación de lemas no redace el contenido, sino además 
de que lo ammento? ¿En lugar de contraer los conceptos los ensancha? 

Pi; Exactamente, Escuche, ¿acaso un globo con un mapa político 
dibujado sobre él constituye un elemento de la clase original de los 
Poliedros? 


conserva el comenido, 


E 20 o Gruner (1827). pág. 367. o bien R, Balizer [1860-62], vol. 2. pág. 207) 
Fue cexicado por ). C. Becker (1869), pág. 63). 

A menso, tam prosto como la extensión de comepts refuta una preposición, la. proposición 
refitado parece wn error ton elemental que uno no se imagina cómo pueden haberlo cometido 50 
Frandes matemáticos, Esta importame caracteristica de la refutación por extensión de conceptos 
explica por qué historiadores respenbles se crean un laberinto de problemas, debido 
a que no entienden que los conceptos se deserrullan, Tras salvar a Cauchy pretendiendo 
que «0 podrían excspársclos poliedros que no 30 


Nectegóricamento (1 corema xl dominio delos poliedros convexos, e imoriador resperuo 
lo ha de explicas cmonces por qué la line froneriza de Cauchy resultaba alnnecesariamentos 
Sserecha. ¿Por qué ¿rs lox poliedros culerianos no convezos? He aquí la explicación 
de Steiita: la formulación corta de la formula de Euler cua en términos de a conexión 
de superficics. Puesto que en tiempos de Cauchy este concepto mo haba sido aún acaptado. 
claramente, «la salida más simple» consistía en suponer la convexidad (pág. 20). Ast, 
Stcimitz achra un error que Cauchy nunca cometió 

Otros historiadores proceden de otro modo. Afirman que antes de que se aleanzase 
el punto en que se formula « marco conceptual correcto (cs decir, el que elos conocen), 
Saba sólo uma sedad semcbroas con Iesultados sque fat vez relatan adecuados, 
SS que algana vez lo eran. Según Lebesgue (1923). págs. 5960), esc punto de la 
“corta de los policdros está en la prueba de Jordan [1804]; segón Bell ([1945), pág. 
Lcd). std en la de Polncare [1895] 

1 Véase más arriba, pág. 75, 


Orca: Ciertamente, no. 


Pa: Pero pasó a serlo, tras la prueba de Cauchy, Ln efecto, puede 
usted llevar a cabo con él la prueba de Cauchy sin la menor dificultad 
con la única condición de que no haya en él países o mares anulares 144 


Garma: Eso es cierto. El hecho de inflar un poliedro hasta hacerlo 


un balón, distorsionando la 


aristas y caras, no perturbará en lo más 
mínimo la realización de la prueba, siempre y cuand 
no altere el número de vértices, aristas y Caras. 

Sicista 


la distorsión 


4 veo lo que se quiere decir. El «poliedro simple» generado 
por la prueba nu es sólo una contracción, una especificación, sino 
también una generalización, una expansión del «poliedro» ingenuo YY. La 
idea de generalizar el concepto de poliedro, de modo que inclu 
dee 


a «polie- 
curvilíneos, con caras cursos, difícilmente se le hubiese 
uchy; aun cuando hubiese 
pcurrido así, hubiese sido relegado como algo excéntrico. Más, ahora, 
constituye una generalización natural, puesto que las operaciones de 
nuestra prueba pueden interpretarse para ellos con la misma facilidad 
que para los poliedros ingenuos ordinarios con aristas rectas y caras 
planas 146, 


uien antes de la prueba de € 


Pi: Muy bien. Pero tiene usted que dar un paso adicional. Los 
conceptos generados por la prueba no son ni «especificaciones» ni «generaliza- 
ciones» de conceptos ingenuos. El impacto de las pruebas y refu 


jones 


Gn , o 
ba cor mes 7 hy muenducas Jon el ac de dar dl Inmo nombre 4 cosas 
cda al lespuat cu Ben ico, nor asíbr aber que todas ls pruebas 
a drid Odo se APISA inmediatamente a muchos objetos huevos: 
bir mi alce ls palabras, pues, que lor "nombres 30 han hecho 
e 1000) pá.37) Frec 1 lama sum principio de gerertiacón extremada 
nd lo RUE como gue «Cuando E comjumo de plopidados de una entidad 
Ines aliado e la proc de uña proposición acerca de dicha entidad 10 determina 
de puede exendo la proposición par quede aplique a one entidad eds 
10), Sel us ales procclazclcs no on «roles Y «pueden 


14 Cauchy no se dió cuenta de esto. Su prueba difiere de la dada por el Maestro 
en uo aspesto, imporante: ea su [18132] y [18130], Cauchy no imaginaba que el poliedro 
fuese de caucho. La novedad de esta idea de prueba era imaginar el poliedro como 
una aperficie y 10 como un sólido, como hacían Euclides, Euler y Legendre, Pero lo 
imaginaba como una superficie sólido, Cuando eliminaba una cara y proyectaba el entramado. 
poligonal espacial restante como un entramado plano, no concebía esta proyección como 
Dn stirado Capas de doblar las caras o aristas, El primer matemático que se dió cuenta 
Je que la prucba de Cauchy se podría realizar en poliedros con ceras carnadas fue Crelle 
(isbs TI párs. 671.2), aunque seguía cuidadosamente apegado a las arí 
Ludo. Carlo), reconoció ma primera distan que «la teoría no quedaria substancialmente 
lcrada permitiendo que ls aristas fuesen lineas curvas» ((1861], pág, 425). La misma 
sderación la hucicion independienemente Listing en Alemania ([1861], pág. 99) y 
>rdan en Francia ([18G6u], pág. 39). 


y retar. Com 


te Lala 


zan por semino ingen 
poliedron ués de hab rofutacioni 


tas, denor le carácter cristalino, un sólido con caras «planas, 


y aristas recta ideas de la prueba se tragaron este concepto ingenuc, 
digeriéndolo « tamente. En los distintos teoremas generados por 
la prueba, no nos queda nada del concepto in, ue ha desaparecido 
sin dejar rastro. En su lugar, cada prueba su ura sus cal 
-epte ados por la prueba, que se refi a aro 
Mnbilidad, for bilid: 


aparecen otros nuevo: 
debería sorprendernos que no se resuelvan 
propuesto resolver 

Sima: Así pues, la «teoría de los sólidos» el ámbito «ingenuo» 
original de la conjetura de Euler, se disuelve y la conjerura remodelada 
reaparece en geometría proyectiva cuando la prueba Gergonne, en 
topología analítica cuando la prueba Cauchy, en topología algebraica 
cuando la prueba Poincaré 

Pr: Exactamente. Ahora comprenderá usted por que no formule 
los teoremas como Alfa o como Beta, diciendo: «Todos los poliedros 
de Gergonne son culerianos», «Todos los poliedros de Cauchy son 
culerianos», etc., sino más bien, diciendo: «Todos los objetos de Gergon- 
ne son culerianos», «Todos los objetos de Cauchy son eulerianos», 
ctcl48, Así pues, encuentro que carece de interés no sólo disputar acerca de 
la exactitad de los conceptos ingennos, sino también sobre la verdad o falsedad 
de los conjeturas ingennas, 


Bera: ¿Pero, acaso no es cierto que podemos mantener el términc 


«poliedro» en el caso de nuestro término favorito generado por l 
prucba, esto es, «objetos de Cauchy»? 

liga la formación de conceptos a las prueba 
y refitaciones; Pólya la liga a las obrermcises: «Cuando los físicos comentaron a hable 
de la los médicos del "contagio", esos términos eran vagos, oscuros y 
se más claros y definidos. 
cuáexos experimentos 
se interponen entre ambas terminología: 
ha darificado los conceptos. También podemos ejemplificar este aspecto del prosesc 
la larficaión induciva delos concepto», mediame consenietes ejemplos mat 
(1945), vol. 1. pág 55) Pero, aun esta equivocada *<oRa. indu 
de conceptos réslapreerbial intento de conver en astvomo la formació de e 


"infección virótica”, resaltan incomparablemen: 

n embargo, qué canidad tan tremenda de observaciones, 
mmbién algunos grandes descubrimientos 

ocucción ha cambiado la terminol 


ceptos 
icaióne de conceptos en algo preliminar a cualquie 


18 Véase más arriba, pág. 00 [86], 


auo ha desapareci 


r. recuerde que 
¡para wn concepto mejorado y más general! 
No! Para un concepto quevo, totalmente ditmgo 
Pienso que sus puntos de vista resultan paradójicos 
generalmente» 1 y tal vez inconsistente con algunas de sus ideas inge 
nuas pertinaces, pierda usted cuidado: lo único que tiene usted que 
hacer es sustituie sus ideas ingenuas por las paradójicas. Puede que 
éste sca el modo de «solucionar» las paradojas. ¿Pero, a qué idea particular 
refiere usted? 
Sica: Recuerda usted que 


lamos que algunos poliedros estrellados 


suficientemente profunda como para explicar la culcrianidad tanto de 


los poliedros ordinarios como de los estrellados 
EnstLoN: Yo la tengo 3 
Sima: Ya lo se. Pero, en función del argumento que quiero presen 


dar, imaginemos que no cxiste semejante prueba y que alguien ofrece, 
AN rich de Cauchy para los polied pe penis euleria 
nos, otra prucba correspondiente, aunque completamente distinta, para 
los poledros estrellados culeriands. En css caso, Di, ¿propondría usted 
dividir en dos lo que antes se clasificaba como uno, debido a la 
existencia de esas dos prucbas diferentes? ¿Acaso aceptaría usted tener 
dos cosas completamente disuntas unidas bajo un mismo nombre, sólo 
porque alguien encuentra una explicación común para algunas de sus 
propiedades? 

1: Por supuesto que sí. Con toda certeza, yo no llamaría pez 
a sos ala e ido 8 una radio (Chino hacen lot aborigen 
y no me molesta que un físico se refiera al cristal como un líquido. 
Ciertamente, el progreso sustituye la clasificación ingenua por la clasificación 

1, es deci, por una clasificación generada E soda a 
por la prueba o, si lo prefiere, por la explicación). Tanto las conjeturas 
Pomo los conceptos han de pasar ambos por el purgatorio de pruebas 
y refutaciones. Las conjeturas ingenmas y los conceptos ingennos se ven superados 
por conjeturas (teoremas) mejoradas y por conceptos (generados por la prueba 
'o conceptos teóricos) que se desarrollan a partir del método de pruebas y refutacio. 
mes. Del mismo modo que las ideas y conceptos teóricos superan las 
ideas y conceptos ingenuos, el lenguaje teórico supera el lenguaje inge 
uo ls 


o HON [1656], Animadversions «pon the Bahop's Reply NS 234 


aio prados desde la clsficaión: más DIA 


ernranororrrrorraroseons»smo” 


Oseas Al final, ll 
final, al len 


ficación real, verdadera y 
juaje perfecto, tras haber partido de una cla: 


ficación ingenua 


y acerdent 


(O) Vuelta sobre las refitaciones lágitas y beurtsticas 


Pr: Permitaseme retomar algunos de los temas que han surgido 


en conexión con el conjerurar deductivo. Tomemos primero el problema 


poliedros simp 
cro de caridado, 


% proviene de Lhuilicr: sc erata de una clasificación 


do sus 


sodolo en pirámides a pa 


ac den de prin de Cavehy. de la que Litaller no en 
fica, descansa 0n ja discompaición de la ini pueda. Cuando la, soria de 
las superficies polédicas terminó por sualnalt 2 scort e lor alilos. polidricva, 
te al de pliadras Da ess in, acto Ol Dni, Ella de meras 
Gp. 31) se 'comviraló en um definición tedcon fentrada por lo prueta y el concepto 
vixóndmico de acariado dempareció dela corren principal del desarro, 

72)” Táades. Ya Liming terolaba el cacicin imaciaionio de eme eugcepro (vés 
se la mocs 120): La muciición no proscllo de ninguna sexpliación: dd coscepto 
vagos de túnel, como se seniri inclinado, 2 esperar un cscmapiano, sino del intento 
de probar o refica la conjenur ngenwa de Ludlc acerca de la caractejuica de Euler 
de os policarvs cun táncies En el tranaculso de cue proceso, el concerto de poledrs| 
con mslneles desapareció, tomando su logar el generado por la prueba de emúlriiecone 


xión» (lo que hemos denominado «carácter r-csferoide»). Vemos que co algunos artículos 


Hoppe define el número de sidociess mediante el'nimero de cortes que dejan al poliedro 
cono (ISA, pig. 102): Paro En Seal. el concepto dedos estan oeregnado 
srl le e accinos le llar ue pon [Ecol y E loa 
Ingezia de Lhedias según 3 número de tdais, y h Snlfiacin geserida por la practa 
según el carácter múkiplemente conexo; por consiguiente, considera l A 
na e le Ea Ec Le 
ee inc de Tor cmd alo cn pun mo uc (IAN 

O e tap 
caras anulares y, luego, por caras miltipiemente conetas (3. también la nom 127). 
e o 
Ein de apalgéno imerno] divcnbego cuando la sab ls apart paltárlas 
Fs mpezada, por ua lado, por are sopalógic dels perico 3/50 cara por 
Se de policiaca paL de Cool cn lis idas. 
Horta CD cel dede Uca pola 

AM de lo es mesos de la primera elficaión Iogenos, 4814 «quedo uso, 
y ne lolo ea ua fare dictadas recoccchles la lóraul de Bula pennllanás 
Fueds par el momero ceducia a HTA E 
non 140 


182 Por lo que tespecta a la clasifi genia, 1 
ificación ingenua, los nominalistas están cerca de 
la verdad cundo pretenden que lo único que los poliedros tienen en comun es cl nom. 


—2a. (Para ulteriores desarrollos, vénse 


de los contraejemplos heuristicos frente a l 

en la discusión entre Alfa y Zeta 
Mi exposición ha mostrado, ereo, que incluso 
pretendida interpretación origi- 


s llamados contrae 


¡emplos «lógicos» eran heuristicos, T 
sal, no hay inconsistencia entre (4) todos los poliedros son e 
y (b) el marco de cuadro no es culeriano. 

Si nos mantenemos ficles a las reglas semánticas tácitas de nuestro 
ros contracjemplos no son tales, Se convierten 


lenguaje original, nue 
en contraciemplos lógicos tan sólo cuando cambiamos las reglas del 
te la ampliación de conceptos. 

ed decir que /odos las refutaciones interesantes 


lenguaje medi 

Gamma: ¿Quiere vs 
son heurísticas? 

Pr: Exactamente. No puede usted separar refutaciones y pruebas por 
una parte y cambios en el marco linguístico, tasonómico y conceptual 
por otra. Normalmente, cuando se presenta un «contracjemplo», tiene 
usted una posibilidad de elección: o decide usted no preocuparse de 
él, puesto que no constituye un contracjemplo en absoluto en su lenguaje 
je mediante la ampliación 
aje Le 


dado Ly, o acepta usted cambiar su lengu 
de conceptos y acepta el contraejemplo 

Dsera: ...¡y lo explica usted en Lg! 

Pr: Según la racionalidad estática tradicional, usted debería clegir 
la primera alternativa. La ciencia nos enseña a elegir la segunda, 

"Gamma: Es decir, tenemos dos enunciados que resultan consistentes 
en Ly, pero pasamos a Ly, donde son inconsistentes. O, podemos 
tener dos enunciados que son inconsistentes en L, y pasamos a 1 
donde son consistentes. A medida que crece el conocimiento, los 
lenguajes cambian. «Todo periodo de excación es a la vez un período 
en el que cambia el lenguaje» 15%, El desarrollo del conocimiento no 
se puede modelar en ningún lenguaje dado. 


de pruebas y refutaciones y se desarrolla 
la balanza 


bre. Mas, a medida que pasan unos cuantos sigl 
la tcoría de los políetros, con la clasificación teórica sust 
de inclina en favor del realista, Habría que reconsiderar el problema de los universales 
Ze el hecho de que el lenguaje cambia a medida que se desarrolla el conocimiento, 

as Felix [1957]. pág, 10. Segun los positivimas lógicos, la tarea exclains de la filosofía 
es construir lenguajes «formalizados» en los que se expresan estadios artificialmente cristal 
Tados de la ciencia (véase nuestra cita de Carnap, más arriba, en la pág. 17) Mas 
Te iovesigaciones dificilmente $e ponen en marcha antes de que el rápido desarrollo 
Temifico descarte el viejo «sistema linguísticos. La ciencia nos enseña a no respetar ningún 
marco Iimgúbsico dado, no séa que se convierta en una prisión conceptual, Los analistas 
del lenguaje tienen ¿0 firme interés en mostrar al menos este proceso, a fin de justificar 
Ss tempéutia Iimgúlstica; es decir, en mostrar que poscen una importantísima interacción 
Con la ciencia y que no degeneran en «oscuridades triviales bastante secasn (Einstcin 
(1953). Papper ha hecho criticas semejantes del positivismo lógico: vénse por ciemplo 
su [1959], pag. 123, mota *). 


endo a la ingenua, 


cupa estática del lenguaje 
Gauna: Prometió usted volver sobre la cuestión de si es cierto 
O no que el conjeturar deductivo nos ofrece un patrón continuo de 
desarrollo del conocimiento. ES 4 
Pr: Permitame bosquejar primero algunas de las diversas formas 


istóricas que puede tomar est 
El 


patrón henrístico 


tal se produce cuando la extensión de concep 
cho a la teoría y produce un vasto caos 
conceptos ingenuos se aflojan sin que los 
algunos. En este caso, el conjeturar dedve 
se por partes de la acumulación de contraejemplos. 
se trata de un patrón contiauo «generalizador»; pero 
no olvide que comienza con refutaciones, que su continuidad coria 
en una explicación pieza a pieza mediante una teoría en desarrollo 
de las refutaciones heurísticas de su primera versión 

Gamxa: ¡O bien, el desarrollo «continuo» sólo indica que las refura- 
ciones están varios kilómetros por delante! 

Pr: Eso es cierto. Pero, puede ocurrir que cada refutación aislada 
o cada expansión de conceptos ingenuos sea inmediatamente seguida 
por una expansión de la teoría (y de los conceptos teóricos) que explique 
el contraejemplo. La «continuidad», entonces, da lugar a una excitante 
sucesión de efutaciones ampliadoras de conceptos y teorías cada vez 
más poderosas, de expansión ingenua de conceptos y ampliación de conceptos 
teórica y explicativa. noel A 

Sicma: ¡Dos variaciones históricas accidentales 
rístico! 


enua “supera con 


de contraejemplos: nuestr 
sustituyan conceptos teórico 
tivo puede ocup: 
Si usted quiere, 


del mismo tema hen 


Pi: Bien, realmente no hay mucha difer tre ellas. Es 
. y mucha diferencia entre ellas. En ambas, 
el poder de la tcaría reside en u sapacidad para explicar 1 referis 


en el transcurso de su desarrollo. Pero hay un segundo patrón fun 
de conjeturar deductivo. A 


SIGMA: ¿Otra variación accidental más? 
Pr: Sí, si usted quiere. Con todo, en es 


desarrollo 10 sólo explica, sino que también Prodne dul cefutaciónos 

SiGma: ¿Qué? pra 
-.. Pr: En este caso, el desarrollo supera (y, ciertamente, elimina) la 
extensión ingenua de conceptos. Por ejemplo, se comienza, digamos, 
con el teorema de Cauchy sin un solo contraejemplo en el horizonte 
Entonces, se pone a prueba el teorema transformando el poliedro de 


las maneras posibles: cortándolo en dos, cortando esquinas pi 


>lo, distorsionándolo, inflándolo... Algunas de estas 


ntrastadoras conducirán a ideas probadoras154 (al llegar a algo que 


se sabe que es verdadero y volviendo entonces hacia atrás; es decir, 


siguiendo el patrón de análisis y síntesis de Pappo), mientras que algunas 


otras como «la prueba del encolado doble» de Dscta, no nos retrotracrá 


a algo ya conocido, sino que nos conducirá a una novedad real, a 
alguna refutación ha 


mediante la extensión de 


a de la y 


maren teórico). Este tipo de refutación es auto-explicativa 
lora: ¡Qué dialéctico! Las contrastaciones se tornan en pruebas 


los contraejemplos se hacen mediante el mismo método de su construc 


ción 
Pr: ¿Por qué dialéctico? La contrastación de una proposición se 
convierte en la prueba de o17a proposición más profunda y los contrae 


jemplos de la primera en ejemplos de la segunda, ¿Por qué llamar 
dialéctica a la confusión? Pero, permítame volver de nuevo a lo que 
quería decir, No pienso que mi segundo patrón fundamental de conjetu 
rar deductivo se pueda considerar, como haría Alfa, un 


rrollo 
continuo del conocimiento. 

Aura: Por supuesto que se puede, Compare nuestro método con 
la idea, debida a Omega, de sustituir una idea de prueba por otra 
radicalmente distinta, más profunda, Ambos métodos aumentan el conte- 
nido, pero mientras que con el método de Omega se sustituyen operaciones 
de la prueba que resultan aplicables en un estrecho dominio por otras 
operaciones aplicables en uno más amplio o, más radicalmente, sustituye 
toda la prueba por otra que sea aplicable en un dominio más amplio, 
el conjeturar deductivo extiende la prueba: dada añadiéndole operaciones 
que amplían su aplicabilidad. ¿No es esto continuidad? 

Sroma: ¡Eso está muy bien! Del teorema deducimos una cadena 
de teoremas cada vez más amplios; del caso especial, casos aún más 
generales. ¡Generalización por deducción 1155 

Pi; Mas llena de contraejemplos, tan pronto como reconozca usted 
que cualquier aumento de contenido, cualquier prueba más profunda, 
sigue o genera refutaciones heurísticas de los teoremas anteriores más 
pobres. 


104 Pólya discrimina ent 
nes aseveras» pueden suministrar «la primera intuición de una prueban ([1954), vol 1, 


las contrastaciones «simples» y las escveras». Las contrastacio: 


págs. 34-40) 

ls En lógica informal nada hay de malo en «el hecho tan corriente en matemáticas, 
aunque tan sorprendente para el principiante o para el filósofo que se tiene por avanzado, 
de que el caso general pueda ser lógicamente equivalente al especial» (Pelya, [1954], 


7). €. también. 313 


vol. 1, pág, 


limec Lakar 
Mura: Zeta expandía «contracjemplo» de modo que abarcase les 
contracjemplos hcurísticos. Ahora lo expani 


usted para que cubra 
rísticos que nunca habían existido de hecho, 


ejemplos he 


-mples 
se basa en la extensión del concep 


concepto de contre Jemplo a contraciemplos 
a cero, cuyo descubrimiento coincide con su explicación 
Pero, ¿por qué debería ser «crítica» toda actividad intelectual, toc 
lucha por el aumen 


> de contenido en un marco teórico unificado? 
¡Su dogmática «actitud critican no hace más que oscurecer la cuestión! 
Marsrko: No cabe duda que la disputa entre usted y Pi es oscur 


ya que su «desarrollo continuo» y el udesarrollo crítico» de Pi sor 


¡ente consistentes. En lo que yo estoy más interesado es er 


sones, si es que las hay, del conjeturar deductivo o «crítica 


temprano, el desarrollo «continuo» está abocado 
a un punto de saturación de la teoría 
¡Pero, sin duda podré siempre extender algunos de les 


conceptos! 


Pt: Por supuesto, La extensión de conceptos íngenna puede proseguir, 
pero la teórica tiene sus límites. Las refutaciones en función de ve 
extensión de conceptos ingenua no son más que tábanos que nos aguijo- 
nean para que procedamos con una extensión de conceptos teórics 
Así, pues, existen dos tipos de refutaciones. Nos fopamos por coincidencia 
o buena suerte, o bien por una expansión arbitraria de algún concepto, 
con los del primer tipo. Son como los milagros, su conducta «anómala» 
está sin explicar; los aceptamos como contraejemplos de buena fe tan 
sólo porque estamos acostumbrados a aceptar críticas que extienden 
los conceptos. A éstos los denominaré contraejemplos ingenmos o extrave- 
gantes. Luego, están los contraejemplos teóricos, que o bien se producen 
originalmente por extensión de la prueba o, alternativamente, son extre- 
vagancias a las que se llega mediante pruebas extendidas que los explican, 
con lo que se elevan a la condición de contracjemplos teóricos. Las 
extravagancias han de considerarse con grandes prevenciones, ya que 
pueden no ser contraejemplos genuinos, sino ejemplos de u 
totalmente distinta, cuando no errores sin más. 


Sicma: ¿Pero, qué hemos de hacer cuando nos estancamos; cuando 
no podemos convertir nuestros contraejemplos ingenuos en teóricos, 
mediante la expansión de nuestra prueba original? 

Pi: Podemos tantear una y otra 


cz si nuestra teoría posee aña 


pruebas y refutaciones 


o no cierta oculta capacidad de desarrollo. Con todo, algunas veces 


| foscemos buenas razones para rendirnos. Por ejemplo, como muy bien 
P b arte de un vértice, 


| ha señalado Zeta, si nuestro conjerurar deductivo 


entonces no está nada claro que podamos esperar nunca explicar el 
cilindro sin vértices 
LU Aura: ¡Así, después de todo, el cilindro no era un monstruo, sinc 
Zera: Con todo, no se deberian desestimar las cosas extravagantes, 
pues constituyen refutaciones reales: no pueden encajarse co un patrón 
al 


de «ge y de hecho pueden obligarnos a revolu. 


Outca: ¡Bien! Se puede llegar a un panto de saturación relativo de 


una cadena particular de conjeturar deductivo, pero entonces se da 
con una idea de prucba revolucionaria, nueva y más profunda, con 
más poder explicativo. A la postre, uno todavía se dedica a la prucba 
final. sin límite, sin punto de saturación, sin extravagancias que la 
refuten. 

Pi 
fenómenos del universo? ¡Jamás! Más tarde o más temprano nos acercate 
mos a algo así como un Punto de saturación absoluto. 

Gamma: Realmente, a mí no me preocupa que sea o no así. Si 
un contracjemplo se puede explicar mediante una extensión pobre y 
trivial de la prueba, yo lo consideraría ya como una extravagancia. 
Repito, no veo ninguna utilidad a generalizar «poliedro» para que 
incluya un poliedro con cavidades: no se trata de un poliedro, sino 
de una clase de poliedros. Yo me olvidaría también de las «caras miúltiple- 
mente conexas»; ¿por qué no trazar las diagonales que faltan? Por 
lo que respecta a la generalización que incluye tetraedros gemelos, 
yo sacaría la pistola: sólo sirve para confeccionar fórmulas pretenciosas 
y complicadas para nada. 

Ro: ¡Al fin descubre usted mi método de ajuste de monstruos!157 
Le libra a usted de generalizaciones superficiales. Omega no debiera 
de haber denominado «profundidad» al contenido; no todo aumento de 


El qué? ¿Una sola teoría unificada para explicar todos los 


199 Cayley [1861] y Listing [1861] se tomaban en serio la extensión de los conceptos 
básicos de la teoría de poliedros. Cayley definia anita como sel camino de una cúspide 
4 sí misma 0 3 cualquier cara», aunque permitía que las aristas degenerasen en curvas 
Cerradas sin vértices, que denominaba «contornos» (pág. 426). Listing poseía un término 
para las aristas con un vémice, des o aiguno: alinea (pág. 104), Ambos se daban 
Cuenta de la necesidad de uns teoría completamente nueva para explicar las «extravagancias» 
que introducian con su marco Conceptual liberal: Cayley Invento la «Teoría de Parriciones 
De sn Cerrado y Listing, uno de los grandes pioneros de ls topología moderna, el «Censo 


de Complejos Espaciales 
137 Véase más arribo, págs. 48-50 y 56-5 


Fa: Ási pues, ¿ 1 2. ent se jols " plica. 
GAMMA Soy mo cd neral pe edad, dei e A pa 5 sl 
ción. En lugar de pr a pas 65 077 
Aura: Puede que esté usted Pero, | ras E ip , 
, len ¡La exter conceptos 
quién decide detenerse? La pro! n una cuestión | cli oO 
Gama: ¿Por qué no disponer de er matemáticos, del mimo. | contracjemplo que muestre la pobreza del cons pi 
'Ó mediante la crítica pública? Incluso tal vez podamos detcner la | falsedad, ¿qué pasa entonces? Podemos acgarnes a ap cal en 
marea de pretenciosas trivialidades en los escritos matemáticos 40. Regle-5 pará el. aumento de conan pe dé conienido: 
gancia; pero hemos de aplicar nuestra Kegía 2 preservadora de 
2 Ln de evitar la refutación por una extravagancia AS 
Ens taicalcicon son inespuña de dlestaggss do ista Gama! ¡Eso es! Podemos desestimar las «generaligaciones» pobres, 
yate ens oeptialmense mol. cutodo de eta de aecalblidad pero dificilmente podemos desestimar las re/araciones «pobres 


ue uno puede construir una fórmula perfectemente completa que “ema: ¿Por qué no construir una definición excluidora de monstruos 
A e psi o diendo tum nueva clávsula para cada extravagancia? 
picntos ados y atod teslajando el generalización aélimas de dj Elrmalo, poes vna res.. || (de apoliedcon, adicndo, una ¡nueva Elena BATA ES A 
extendiéndola con unas pocas coreecciores triviales. El excelente matemático |, C. Becker Zera: En ambos casos, vuelve de m 


uministra un divertido ejemplo: tras muchos años de trabajo, vjo la: fórmula la viciosa infinitud. 


rrolla usted 
Y 14 C=x4— 244 y donde es l número de contes necesaros para dividir la supertcie PA: Mientras está usted aumentando el contenido, desarrolla ust 
polládelea cn aupérficies simplemente: concxas, para la que PZA Cal, y ed face matemáticas: después, clarifica conceptos, hace lingúística 
Mámero de diagonales que hay que añadir para reducir todas las caras a simplemanee. | ideas, hace matemáticas; después, er da Co a Contenido? 
conexas (10694), pág. 72). Exaba muy orgulloso de su logro que, segin pretendía, Por qué no detenerse sin más € 


arrojaba «una luz completamente nueva» € incluso ullevaba 2 término» «un tema en ¿Por qué quedar atrapados en infinitudes viciosas 
el que se interesaron antes que él, personas como Descartes, Euler, Cauchy, € 


L El conocimiento 


A . A : Sara Mu: ¡No matemáticas frente a lingúística de nuevo 
egendre, Grunert y von Stauder (pág, 65). Pero faltaban tres. nombres en la. lt e tales disputas 
Lists, Jordan y Listing. Cuando le hablaron acerca de Lhullar, publicó una cio sunca saca. provécho de tales dute e a piano 
nota admitiendo que Lhullir sabía ya todo eso más de cincuenta años antes. Po: lo Gaxxa! El érmino «nuncan en seguida se conviens en «prontos. 
que respecta a Jordan, no estaba interesado en caras anulares, aunque llegó a interesarse Yo estoy totalmente a favor de emprender de muevo 
por los poliedros abiertos con fronteras, de modo que en 3u fórmula a, el número iualós. : 
de fronteras, aparece además de n (J180Gb], pág, 86). Asi, en un nuevo artículo [180H) nero 'si ya hemos terminado en un rotundo fracaso! ¿O, acaso, 
Becker combinó las fórmulas de Lhwilier y Jordan para producir 44 My ika ec? 

2— 2a + q-+ m (pág. 343). Mas, en su embarazo, se precipitó demasiado, sin haber ai tiene alguien algo nuevo que decir 
ruilado el largo artículo de Listing. Así pues, concluyó Iristemente su [18090] con la dela Kara: Creo que yo sí tengo. 
extender su fórmula también a los poliedros estrellados ([1874|; el. más arriba, nota 39) 


crecientes en las refutaciones, cosa que no hace Gamma, sin duda alguna. No discutiremos 
ahora los poliedros amivlaerales (Móbius, [1865)) o los poliedros rdimerisnalo (Schkfi, 
11852). que confirmarian la expectativa de Gamma de que laz refutaciones extensoras 
de conceptos toralmente inesperadas pueden siempre dar a toda la teoría un empujón 
nuevo (y tal vez revolucionario) 


160 Pólya señala que la generalización superficial y pobre «está hoy día más de moda RAR A A 
bircón oil y de reales ion Problema que posea lr pocos probe | ici de peras de sde pros de pst expconlente deso 


Je an publicas O perece 


cemplos, pero 10 quiero enfrentarme con la gee» ([1954], vol. 1, pág. 30). Otre de dom bastará para salvar la matemática 


porros non onnnnannranro rana nnananas 


9. Acerca de cómo la critica puede convertir la verdad matemática 
en verdad lógica 
Lar extemsión. ¡limitado tos destrane el significado dad 
Kara: Ya ha dicho Alfa que nuestro «viejo método» lleva a una 
infinitud viciosa? Gamma y Lambda respondían con la esperanza 


de que la marca de refuraciones pudiese agotarse162; pero ahora que 


comprendemos el mecanismo del éxito de las y 


taciones (la extensión 
de conceptos), saben 


era una esperanza vana. Para cual 
apre una interpretación suficientemente estre: 
cha de sus términos tal que resulta verdadera y una interpretación 
) suficientemente amplia como para hacerla falsa. Cuál sea la interpreta 
ción pretendida y cuál la no pretendida depende, por supuesto, de 
las intenciones que tengamos. A la primera interpretación podemos 
denominarla interpretación dogmática, verificacionista o justificacionista, y a 
la segunda, esciprica, crítica o refutacionista. Alfa consideraba a la primera 
una estratagema convencionalista 155, aunque ahora vemos que la segun: 
da también lo es. Todos ustedes ridiculizaron las interpretaciones dogmá. 
ticas que Delta hacía de la conjetura ingenualó y, a continuación, 
la interpretación dogmática que hacía Alfa del teorema 165, Sin embargo, 
la extensión de conceptos refutará cuu/quier enunci 
enunciado verdadero 
Gama: Un momento; €s verdad que extendimos «poliedro» y 
luego lo despedazamos y lo arrojamos por la borda: como señalaba 
Pi, el concepto ingenuo de «poliedro» ya no figura en el teorema. 
Kara: Pero, entonces, iniciará usted una extensión de un término 
del teorema, ¿no? Usted mismo decidió extender «cara simplemerte 
conexa» a fin de que incluyese el circulo y la envoltura del cilindro WS, 
Dio usted a entender que era una cuestión de honestidad intelectual 
ofreces el cuello para conseguir la resperable condición de refuabill 
es decir, hacer posible la interpretación refutacionista. Pero, debido a 
la extensión de conceptos, refutabilidad significa refutación. Asi pue 
se desliza usted por la pendiente de la infinitud al refutar cada teorem: 
y sustituirlo por otro más «riguroso», por otro cuya falsedad aún no 
ha sido «puesta al descubierto». Con todo, wited murca sale de la falsedad. 
SiGMA: ¿Qué pasa si nos detenemos en un punto, adoptamos interpre- 


quier proposición, hay si 


do y no dejará ningán 


fase más arriba, la pág. 71 
162 Véase más arriba, ibid 
162 De hecho, Alía no 
arriba, la pág. 38 
161 Véase más arriba, $ 4, (1) 
169 Véase más arriba $ 5. 
160. Véase más arriba, páys, 60-04 


ilisó explicitamente eme término popperiano; véase más 


taciones justificaciónistas Y no nos movemos de la verd 


particular en la ql 


Kara: En ese caso, tendrá usted que eliminar los contracjen 


que extienden los conceptos mediante definiciones excluidoras d 
(ruos. En ese caso, se deslizará usted por otra pendiente infinita; se 
verá usted obligado a admitir que no era lo suficientemente precisa 
cada una de las «formas lingúisticas particulares» de su teorema verdade 
ro, viéndos 

«rigurosas» expresadas en términos cuya vague 


en la necesidad de incorporarle más y más definiciones 
ad aún no ha sido 


puesta de manifiesto. Pero, asi, auaca saldrá nsted de la naguedad” 
Zera laparte]: ¿Qué hay de malo con una heurística en la que 
la vaguedad es el precio que pagamos por el desarrollo? 
Aura: Ya se lo he dicho: los conceptos precisos y las verdad 
inquebrantables no residen en el lenguaje, sino tan sólo en el pensam 
10. 


Gamma: Permítame que le lance un reto, Kapa. Volvamos al teorema 
tal y como estaba tras haber tomado en cuenta el cilindro: «Para todos 


los objetos si 5 simplemente conexas, tales que las aristas 


ples con 


de las caras terminen en vértices, V — A + C 
usted esto con el método de extensión de conecptos? 

Kara: En primer lugar, retrocedo hasta los términos definitorios 
y despliego plenamente la proposición. A continuación, decido qué 
concepto extender. Por ejemplo, «simple» alude a «extensible en un 
plano, después de haber eliminado una cara». Extenderé lo de «exten- 
der». "Tomemos los tetraedros gemelos, ya discutidos, el par con una 
arista en común (fig. 6(a). Es sencillo, sus caras son simplemente 
conexas, pero V— 14 C=3. Así pues, muestro teorema es falso, 

Gamma: ¡Pero estos tetraedros gemelos" no son simples! 

Kara: Por supuesto que sí. Eliminando una cara, puedo extenderlo 
en un plano. Lo único que tengo que hacer es andar con cuidado 
al llegar a la arista crítica, a fin de no rasgar nada al abrir el segundo 
tetraedro a lo largo de esa arista 

¡Pero eso no es extender! Usted rasga o divide la arista 
n duda usted no puede proyectar un pundo en dos: extender 
es ama proyección bicontinma uno a uno, 


2» ¿Cómo refutaría 


+ Nota de los Editores: La afirmación de Kapa, en el sentido de que la viguedad 
es inevitable, es cortecta («fumes términos hun de ser primitivos). Pero es un ercor pensar 
¿que so significa que sólo se pueden producir contraciemplos por «extensión de conceptos». 
Por definición. una prueba válida es aquella para la que nunca se puede suministrar 
van comtracjemplo, datrpretene sumo 1 interpreten os términos descríptnos; es decir, su validez 
no depende del <ignificado de los términos descriptivos, los cuales se pueden extender 
Emma se quiere, Es algo que señala el propio Lakatos más ¿bajo, en la pág. 124 y (con ma 
vor claridad) en el esptulo 2, págs. 146-147. 


de «ext 
una rasgada € que no se 


proyección bicontinua uno a 4 cierto, me pregunte 


no habrá def ted extender como uma transformac 


Gaxua: Vale; usted gana de nuevo. O bien tengo que estar de 
acuerdo con su interpretación refutacionista de «extender» y extender 
mi prueba, o bien tengo que hallar otra más profunda o incorporar 
un lema (o bien tengo que introducir una nueva definición excluidora 
de monstruos). Con todo, en cualquiera de esos casos, siempre haré 
que mis términos defínitorios sean cada vez más claros, ¿Por qué no 
voy a poder llegar a un punto en que los significados de los términos 
sean tan claros como el cristal, de modo que sólo haya una interpretación, 
como ocurre con 24+2=42 No hay nada elástico en el significado 
de estos términos y nada hay de refutable en la verdad de esta proposición 
que brilla por siempre bajo la luz natural de la razón. 

Kara: ¡Débil luz! 

Gauxa: Extienda, si es que puede 

Kara: ¡Pero si no es más que un juego de niños! En ciertos casos, 
dos y dos son cinco. Supóngase que pedimos que nos manden dos 
artículos que pesan dos libras cada uno; nos los envían en una caja 
que pesa una libra; entonces, en ese paquete, dos libras y dos libras 
son cinco libras 

Gaxma: Pero, usted obtiene cinco libras sumando (res pesos, 2, 
2y1 

Kara: Cierto; nuestra operación «2 y 2 son 5» no es una adición 
en el pretendido sentido original podemos hacer que el resultudo 
sea verdadero mediante una simple extensión del significado de adición. 


lema tura a > de con sstra conjetura mejs 
L a Toda la 

será «24 2=4 para l 

álgebra es una serie de tales € ñ tos (y di 
Gamma: Pienso que lleva uste lejos hi 


una refutación. O bien interpretará usted «tod: 
atodo poliedro es un poliedro». Extiende usted el 
de conceptos. Hemos de demarcar la refin hi 

) podemos permiti 


que usted extienda cualquier té le antoje procedimien 


dedora de conceptos. ¿Después de tado, la racionalidad 


truos: abi 
de refutación es 

Kara: ¡Pero, mo existen fales conceptos! ¿Por qué no aceptar que muestra 

para" especificar lo que queremos dcir es cero, por lo que muestra 

de probar es cero? Si quiere usted que las m 
sentido, ha de abandonar usted la certeza. Si quiere usted certes 
elimine el significado. No puede usted tener ambas cosas. Un galim 
está a salvo de la refutación, pero las proposiciones significativas son re 
por extensión de conceptos. 

Gamma: Entonces, su último enunciado también puede ser refutado, 
y usted lo sabe. «Los escépticos no constituyen una secta de personas 
persuadidas de lo que dicen, sino que constitayen una secta de mentiro 
sosp169, 

Kara: ¡Imprecaciones: he ahí el último recurso de la razón! 


(6) La extensión mitigada de conceptos puede convertir la verdad matemática 
en verdad lógica 

Leva: Creo que Gamma está en lo cierto cuando habla de la necesidad 
de demarcar la extensión de conceptos racional de la irracional, puesto 
que la extensión de conceptos ha recorrido un largo camino y ha 


187 CE. Félix [1957], pág, 9. 
168 La exigencia de Gamma de una definición cristalina de «contracjemplo» equivale 


a pedir que el menlenguaje posea conceptos cristalinos € inclásticos como una de las 
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12 Lose Lakato 

pasado de set una actividad suave y racional a convertirse en una 

ctividad radical e irracional 
Inicialmente, la crítica se cu 


.ntra exclusivamente en una: Zigera 
Tiene que ser /ígra, para que 


su naturaleza real (estendedora) fuese descubierta, 


extensión de sr concepto partir 


pase desspercibida 


podría no ser aceptada comio crítica legítima. Se concentra en an concepto 
particular, como en el caso de nuestras proposiciones universales m 
bien sencillas: «Todos los .-1 50m Bn 


La crítica, entonces, equivale a 
1e extendido (poliedro, en muestro caso) que 

Pero, Kapa agudizó esto en dos direcciones. Primero, para exponsr 
al ataque de la crítica mediante extensión de conceptos rár de un constita- 
yente de la proposición. Segundo, para convertir la extensión de concep- 
10s de una actividad subrepticia y más bien modesta en una deforrración 


dar con un 


ta del concepto, como la deformación de «todos» en «ninguno». 
Aquí, cualquier traducción significativa de los términos atacados que 
haga falso al teorema se acepta como una refutación. Yo diria entonces 
que si ma proposición mo 1e puede refutar respecto a los constitages 
b, .... entonces es lógicamente verdadera respecto a esos constituyentes! 
proposición esel resultado final de un largo proceso crítico-especul 
en el transcurso del cual la carga significativa de algunos términos 
se transfiere completamente a los restantes términos y a la forma del 
teorema. 

Ahora, lo único que Kapa dice es que no hay proposiciones que sen 
lógicamente verdaderas por respecto a tados sus constituyentes. Con 
todo, puede haber proposiciones lógicamente verdaderas respecto a algu 
nos constituyentes, de modo que la marea de refutaciones tan sólo pueda 
subir de nuevo si se añaden nuevos constituyentes extensibles, Si vamos 
a por todas, terminamos en el irracionalismo; pero nO tenemos por qué 
hacerlo. Ahora bien, ¿dónde deberíamos trazar la frontera? Podemos 
aceptar perfectamente la extensión de conceptos tan sólo para un deter- 
minado sub-conjunto de constituyentes que se conviertan asi en el blan- 


co principal de la crítica. La verdad lógica no dependerá de su significa- 
do. 


Ima: Así que, después de todo, aceptamos la postura de Kapa: 


¡hacemos la verdad independiente del significado de al menos a/guros 
términos! 


Zaeras 


Eso está bien. Pero si queremos vencer el escepticismo de 


119 Se trata de una versión Iigeramente parsfrascada de la definición de Bolzano de 
verdad lógica (1837), 4 147). Resulta sorprenderte por qué propuso Bolzano su definición 
en los anos 1830, especialmente teniendo en cuenta que su obra anticipa el concepto 


demodelo, una delas mayores innovaciones de la filosofía de las matemáticas del diecimueze. 


Rapa y esca us infiitudes viciosas, no cabe duda de que tenemos 


que dejar de extender conceptos en el punto en que ello deja d 
una herramienta de desarrollo para € 


»s términos cuyo significado 


puede extenderse, a cambio de destruir los principios básicos de racionali. 
dad É 

Kava: ¿Podemos extender los conceptos de su teoría de la racionali 
dad crítica? ¿O, acaso resultará manifiestamente verdadera, formulada 


su teoría de la crítica termina en una arctirada al compromi 
resulta criticable a excepción de su teoría de la crítica, de 


stensibles que no precisan definición? ¿Acaso 


umerateo- 


OwrGa la Epuilon]: No me gusta este paso de la Verdad 
dad. ¿La racionalidad de quién? Me hucle a infiltrac 


la racionali 


ón convencionalista. 


Bura: ¿De qué está usted hablando? Comprendo perfectamente el 
«patrón suaves de extensión de conceptos de Zeta, También comprendo 
que la extensión de conceptos puede atacar más de un término: lo 
hemos visto cuando Kapa extendió «extender» o cuando G; exten: 
dió «todos» 


Sicma: ¡Sin duda Gamma extendió «simplemente conexo»! 

Bura: Qué va; «simplemente conexo» es una abreviatura: él sólo 
extendió el término «todos» que aparece entre los términos definito- 
rios 173, 

77 Ta esca muremática del diecinueve extendió más y más los conceptos y desplazó 
la carga significativa de más y más términos hacia la formo fica de las proposiciones 
y Maca el Egniicado de unos pocos términos (in) nó extendidos. Ea los años treinta, 
se proceso pareció semiir yla Inca de demarcación entre términos inextensibls (lógicos») 
Y estenbles (adescrptivosa) pareció extablizarse, Se llegó a un consenso acerca de una 
lista de un pequeño. numero de términos lógicos, de modo que fue posible dar um 
deiaición general de verdad lógica; éxta ya no hacia «referencia an una lista ad doc 
¿de constituyentes. (CF Tarsk [1935)) € kada pepljo con ex demarcación 
iemplo y, Cotguleiemente de verdad logica (pág. 420) —<omo «l de Bolvano 
dl que, dicho sea de paso, Tarska no sabía nada El resultado más interesante en esta 
dirección es el astículo de Popper [19473], del que se sigue que no se pueden climinar 
más comeantes lógicas sin climinar algo 


on todo, T 


0% principios basicos de la discusión racional 


* La expresión de Bardey es «retirada al compromiso» |1962|, Investiga el problema 
de si una defensa racional del racionalismo crítico es posible, fundamentalmente con 
Tespecto al conocimiento elgiowo; pero los patrones del problema son los mismos por 
lo que respeeta al conocimiento matemático 

1 Vénse más arriba, págs. 60-64. De hecho, lo que Gamma quería era eliminar par 
de de la carga de significado de «todos», de manera que ya no se aplicase exclusivamente 
a clases mo vacías. La modesta extension de atodos», climinando el salcance existencial» 
de su significado y convirtiendo asi el conjunto vacio de un monstruo en un conjunto 
Furgués ordinario, constituyó un suceso importante, relacionado no sólo con la reinterpreta 

misa que hace Boole de la li 

<urgimieato del concepto de satisfacción vacía cn la discusión matemática, 


no también con el 


xtensión de concept y radical 
Bera: No. Nadie aceptaría esta última variedad como una reftación 
le conceptos, que Pi ha puesto de manifiesto, es un vehícul tant 
esta última forma salvaje de refutación! 
Marsruo: Está usted equivocado, Beta, La aceptaron y su acept 
ción ha constitido un hito en la historia de las matemáticas ¡Esta 
los patrones del desarrollo matemático /X1% Mas, terminemos 


nuestra discusión; ya discutiremos en otra ocasión 


etapa 
Sicma: Pero, ent 


inces, nada queda establecido. No podemos detener: 


Marsrro: Me parece bien lo que dice; esta última etapa tendrá 
importantes efectos retroactivos sobre nuestra discusión 13, Sin embar 


go, una investigación científica «comienza y acaba con problemas» 1%, 
[Abandona el aula.) 

Bera: ¡Pero yo no tenía problemas al principio y ahora nc tengo 
orás que problemas! 


14 Los conceptos de crítica, contracjemplo, consecuencia, verdad y prueba son insepara- 
bles; cuando cambian, el prómer runbie ve produce en e concrpto de erica, siguitdose cambios 
en los demás. 

153 Cf. Lakatos [1962] 


Popper 119630]. pág. 968, 


Introducción de los Editores 


Más arriba 172, se ha aludido a la prueba de Poincaré de la conjetura de Descartes-Euler 

Ein vu teria doctoral, Lakatos in 

una discusión de los argumentos en pro y en contra del enfoque uevclídcon de las 

matemáticas. Algunas partes de esta discusión fueron incorporadas por Lakatos al capítulo 1 

(Vénase, por ejemplo, las págo. 69-74) y otrme Fueron redactadas de nuevo como parica del 
lo «Infinite Regress and the Foundations df Mathematics». Lakatos [1902]). Por con 

lente, omitimos aquí sta discusión introductoria 


ducía un examen derallado de esta proba, mediante 


Epsilon ha sido el abogad 


del programa cuclideo, del imento de suminiscrar a las 
matemáticas axiomas indubitablemente verdaderos expresados en términos perfecamente. 
claros. La filosofía de Epsilon se pone en entredicho, nunque el Maestro señala que 
el modo más obvio y directo de aucar a Epsilon es pedide que suminiscre una prueba 
de la conjetura de Descartes-Euler que satisfaga las normas cudlídeas. Epsilon acepta 
el reto, 


1. Traducción de la conjetura a los términos «perfectamente cono- 
cidos» del Algebra vectorial. El problema de la traducción, 


EpsiLoN: Acepto el reto. Probaré que todos los poliedros simplemen 
te conexos con caras simplemente conexas son culerianos. 


1 Vénme las págs. 83 y 110, 


eerrobrras 


Imc Lakatos 


Esso: Como ya he señalado, he de hallar la verda 


terior 


antes de 
u métod: 
descubrir la verdad; 


de usted deja de mejorar, 


pero, yo comienzo donde usted se detiene. Dos 


Atras Sin Embargo, 
Estos s 


mos resulte HCl refutarlo 
significado de cada uno de los rérminos. E 
Maestro: Adelante 
EbstLoN 


Fijaré dl 


En primer lugar, utilizare tan sólo los e 
claros posibles. Puede que a v Eb 


a ¡podamos éhteades mielno conca 
miem pere para alas, cmaras Ópticas, papel y tr, plo 

'oma y bombas; pero abora deberíamos olvidarnos de tales cosas. 
No cabe dida de que uo se puerió alcanzar le Jiu uelezando podes 
estas herramientas diversas. En mi opinión, nuestros fracasos anteriores 
Erie ¿en izados en la utilización de medios ajenos a la naturaleza 
simple y desnuda de los poliedros. La exuberante imaginación que 


movilizaba todos esos intramentos cstá completamente mal orientada. 


elermeckos eme 

+ externos, ajenos y contingentes que no pertenecen 
al esa de los poliedros, por lo que no es e cil que falle 
para algunos poliedros. Para obtene b; 

para al er una prueba perfecta, hay qu 
esta imaginación exuberante hace que sea muy difícil alcanzar la cer/ega 
Resulta difícil garamiizar la verdad de los lemas que' giran en torno 
a las propiedades de la goma, las lemes, etc. Deberíamos abandonar 
las tijeras, las bombas, las cimaras y similares, porque «para comprender 
una cuestión, hemos de abstracela de todo lo superfluo, haciéndoa 
lo más simple posible»18!, Yo purgo mi teoremal82 y mi prueba de 


Me Verse más artiba, pág. 54, 


1% Probablemente aca Epsilon el pa 
ZE el primer seguidor de Euclides que haya apreciado 
vals Rea del prcedimicso de pove. Hat e sigo dice, os par > 
de Buctidos aceptaban el método plauónico de análiis como método hevrnico. Ms 
res lo sustituyeron por el golpe de suerte y/o de genio. jr: 
SY E el anio de apesta 0 e impone ninguna Imiación sobr 

Jodemor utilizar cualquier lema, cuelquier concepto, Esto e de con 
informal, en desarollo, donde la resolución de problemas es uns cucstón de lucha, lib 
Fura ot formalizada las hesamiens A reinante prin de le ln 
le la teoría. En el caso ideal (donde hay un decai E sesalución 
de la scr. En deso el (donde hay un procdmemo de decnión) la resolucion 

HE delos pls de Dese ns 1029), Regia SI 

e ad el lea o 


| 


todas esas cosas, restringiéndolos a las más simples y fáciles1S: a 
istas y caras. No definiré esos iérminos, ya que 

de su significado. Definir 
¿curo en términos oprimitivos» 


saber, a vértices, 
no puede haber desacuerdo alguno acer 
cualquier término que sca mínimamente 
perfectamente conocidos 14 


> de los lemas específicos de ninguna 
.« verdadero; no.eran más que conjetura 


Ahora está claro que 
de las pruebas era evidentem 
tales como «Todos los poliedros se pueden hinchar hasta que formen 
una bola» y demás. M 
conjetura de ningún tipo en los juicios emitidos sobre la verdad de las 
Cocas» 185, Descompondré la conjetura en lemas que ya no son conjeturas, 
Sino «intuiciones», es decir, «aprehensiones indubit 

Pura y atenta y que surgen a la luz de la razón» 180. Algunos ejemplos 
Mo resis «intuiciones» son: todos lor poliedros poseen caras; tadas las caras 
Siena aristas; todas las aristas tienen vértices, No. plantcaré cuestiones 
Como las de si un poliedro es un sólido o una superficie. Se trata 
de nociones vagas y, en cualquier caso, auperfluas para lo que tenemos 
entre manos. Para mí, un poliedro consta de tres conjuntos: el conjunto 
de Y vértices (los llamaré PQ, PQ... P9), el conjunto de A aristas 
das llamaré PA, Ph, «, P1) y el conjunto de E caras (que llamaré 
PE, PF, .. P2). Para caractetizar un poliedro, precisamos también algún 
bo de tabla que mos diga qué vértices pertenecen a cada arista y 
qué aristas pertenecen a cada cara. A estas tablas las denominaré amatrices 
de incidencia». 

Gama: Estoy un poco perplejo con su definición de poliedro. 
En primer lugar, puesto que se molesta en definir la noción de poliedro, 
concluyo que no la considera perfectamente conocida. Pero, entonces, 
Gde dónde saca usted su definición? Ha definido usted el concepto 
Sscuro de poliedro en términos de los conceptos «perfectamente conoci. 
os de caras, aristas y vértices. Mas, su definición (a saber, que cl 
poliedro es un conjunto de vértices más un conjunto de aristas más 
Pr, conjunto de caras más una matriz de incidencia), es obvio que 
ho consigue captar la noción intuitiva de poliedro. Entraña, por ejemplo, 
que cualquier polígono es un poliedro, así como, por ejemplo, va 
Doligono con una arista libre fuera de el. Ahora bien, puede usted 
Clegir entre dos caminos. Puede usted decir que «el matemático no 


lora, «exijo que no se permita la entrada de 


bles de una mente 


TE Descartes [1628], Regla 1X 

les Reglas para las definiciones de Pascal (1659). págs. 5967): «No definir sing 
no dee sea perfectamente conocido. No pesmitir que no sea definido ningún término 
a o oo y equivoco. Emplear en la definición de los ¡érminos tan sólo 
Palabras perfectamente conocidas 0 ya explicadas» 

183 Descartes [1628], notas a la Regla HI 

a 16 


Imre Lakato 


nos técnicos, La defini 
matemática crea el si 


ión de polied: 


» equivale a ab: 


rar la vieja noción comple 
mpletamen 


ustituyéndola pi pto. Ma 


semejanza entre su upoliedro 


y el poliedro genuino es completamente 
accidental y usted no obtendrá ning y 


los polie 
Ele 
deq 


lo de sus poliedros ficticios 
amino es mantenerse fiel a la idea de que definir es clarificar, 
a definición expli 
ción o transformación « 


os genuinos mediante el e 


'os esenciales y de que es una traduc 
€ preserva el significado de un término en un 
lenguaje más claro. En este caso, sus definiciones son conjeturas que pue 


den ser verdaderas o pueden ser falsas. ¿Cómo puede usted tener una tra 
de 


5n ciertamente verdadera de un término vago a otros precisos? 
Esto: Admito que me ha cogido usted por sorpre 
critica. Pensaba que podría usted dudar de la verdad absoluta de mis 
axiomas y creía que podría usted preguntarme cómo son posibles esos 
juicios sintéticos a priori. Para ello, había preparado algunos contra-argu- 


mentos, pero no me esperaba un ataque en la línea de las definiciones. 
Pero, supongo que mi ri 


uesta es: Obrengo mis definiciones del mis- 
mo modo que mis axiomas, por intuición. Realmente, poscen la misma 
condición: puede usted tomar mis definiciones como axiomas adiciona- 
les18% o puede usted tomar mis axiomas como definiciones implícitas 199, 
Suministran la esencia de los términos en cuestión. 
Maestro: ¡Basta de filosofía! Veamos la prueba 
su filosofía, pero puede que me guste su prueba. 
Ersion: De acuerdo, Traduciré primero el teorema 4 demostrar 
a mi marco conceptual perfectamente simple y claro. Mis específicos 
términos indefinidos serán: vértices, aristas, caras y poliedros. A veces, 
me referiré a ellos llamándolos politopos cero, uni, di y tri 


No me gusta 


les 199, o brevemente, O-politopos, 1-politopos, 2-politopos y 3-politopos. 


Aura: ¡Pero, tan sólo hace diez minutos definia usted poliedro 
en términos de vértices, aristas y caras! 


EbsILoN 


1 equivocado. Esa «definición» era una anticipación 
estúpida. Di un salto a mi juicio con una precipitación tonta, la verdadera 


intuicion, la verdadera interpretación, madura lentamente, por lo que 
purgar el alma de conjeturas lleva tiempol%1 


1 Pálya [1945], págs. 81-2 
188 «Definición como enunciado indemostrable de naturaleza esenci 
Inabyica Pestriora, Oda) 

189 Gergonne (1818) 

190 SchlaNi [1852] srminos se pueden subsumir bajo un único 
término abstracto general. Los denominó «poliesquemas». Listing [1861] los denomina 
«curianos»; pero fue Schlafi quien extendió la generalización a más de tres dimensiones. 

PLXA las conclusiones de la tazón humana tal como se aplican ordinariamente a 


o (Aristóteles, 


descubrió que estos 


iono usted alguno: 
Bera: Hace un momento, mencionó 0 s 


ada cara 
cales como: las caras poseen aristas O a cada . 
“acaso «corresponder am es otro término primitiv 3 

Eosimos: No. Registro tan sólo los términos esprcíficos di 
fa de 1 


E iéorA de la teoría subyacente 


e e sin duda n 
ente conexo» que sin duda 


del 1érmino «simpl 
ahora ocuparime , que nin dude so 
e edfeciamente claro. Definiré primero la simple conexión de N 
Poliedros y luego la simple conexión de las cara 


aré primero 
ele conexión de los poliedros. De hecho, constituye la abreviatura 
e expresión VU dice que un poliedro es simplemente conexo 


da A o sistemas cercados y sin bueles de aristas tienen Un 


e de caras cerrado 

os y un exterior y (2) si sólo hay un sistema de cara 

y sin bucles, que es el que separa el interior del exterior del ps oliedro. 
den Eto está plagado de términos más bien vagos, como 

o a or, uemertora, etc. Pero los definiré todos en términos 


acerrado», «imicrior» 
fo onocidos. 
perfectamente conoc pa 
aa: Ha lanzado usted un exorcismo contra 
lora elimina usted los términos geométricos, como el de cerrado 
eo que está usted exagerando su celo puegativo. «Un sistema cerrado 
cs, constituye un concepto perfectamente claro que no pre 
definición 3 
nición 1, se equivoca usted. ¿Consideraría usted que un polígí 
carcllado constituye un sistema cerrado de aristas? Tal vez lo considere 
Sica, puesto que no posce cabos sueltos, pero no «encierra» ningín 
bn definida y algunos entenderán por «sistema cerrado de acistasa 
e desema de aristas que haga tal cosa. Así pues, tiene. usted que 
duce en uno u otro sentido y decir én cuál se ha decidido. 
ea: Un poligono estrellado puede no estar limitado, pero está 
obviamente cerrado. ; a 
on: Yo pienso que está no solamente cerrado, sino también 
timado. El desacuerdo ya es significaivo, pero presentaré más elemen 
Mono Juicio, Me pregunto si aceptaría usted O mo que el heptacde 
Nos a sistema cerrado de caras y que está limitado. 
MA ama: Nunca he oído nada acerca de su heptaedro. 
Era: Ex un tipo de poliedro más bien interesante, puesto que 
sólo nene un lado. No engloba ningán sólido geomérsico y no divide 


ino, en cas de la distioción, ¿tmicipacins de da Nateraleza 
Allo que la razón extrae de los hechos por un proceso 


Cuestiones naturales las den 


Imee Lakatos 


Fig. 26 


Fig. 271%, 


el espacio en dos partes 
el opacio en dos pares, un imeir y an exterior. Ala, por jemplo 
guiado por su sclarar intuición geométrica, dijo que un sistema cerrado 
s limita «si cs la fromera entre el imierior del pol ol 
exterior del poliedro». Me pre í dd pas 
Me pregunto si diría que la superficie del hey 

do no lla. ¿Acs la atlas ces a RERclOS mb a 
concepto, de sistemas «limiadores»? En este Kcas0,.le pregunte. con 
l iomyor Humildad: puede Experiencia Graba los conceptos peri 
vere eocicidca? NOS poainá peda Pógions necios ales 
10 son perfectamene conocidos. Por consiguiee, voy ] definición: 
za: Dibuje el heptacdro, Me pregunto cómo será aa 

rsizoN: Deacuerdo, Comienzo con un famil 
ocraedro familiar y ordinario 


12 La Figura 27 está dibujad 
" dibujada a partir de Hilbert y Cohn-Vossen (1932) 


en los planos que cor 


véase la Fip Ahora le añado tres cuadrado 
Renen las diagonales. por ciemplo, -1BCD (fig. 26 
Desa: Yo esperaria que en un políedro decente 
dos caras en cada arista 
Ensuos: Espere. Quite 


Aquí, tenemos tres. 


Mora cuatro triangulos a fin de satisfacer 


el triángulo 


dde la figura cli 


este requisito: de la primera mn 
da a la inquierda y el de abajo: a las derecha. De la parte de 
dida de Ta figura, quito el de abajo a la izquierda y el de af 
A derecha. Asi. sólo quedan los cuarro triángulos sombrerd 
297. Hemos obtenido así una figura que consta de cuatro 


diagrama (fig, 
triángulos y tres cuadrad 
ios originales del octaedro. Las diagonales del octaedra 
ino líncas en las que se interseca a si m 
, la intuición geométrica, no estoy 


los. He ahí el heptacdro 1%, Sus aristas y vértices 


aristas de nuestra figura 

No otorgo mucha importancia 

o recisado en el hecho de que mi policdro resulte estar tan inconfor 

Tablemente inmerso co el espacio tridimensional. Tal hecho no se Pone 

A aanifiesto en las matrices de incidencia de mi heptacdro, (Por cierto, 

9 heptaedro se puede insertar perfectamente sin auto intersección en 
91) 


el espacio de cinco dimensiones 

Mora bien, ¿limita la superficie del heptacdro? La respuesta es 
none define superficie como «limitadora» si y sólo si es la frontera 
del poliedro en el sentido de separar el interior del exteror del poliedro 
dación, Por otro lado, la respuesta es «si», si definimos la superficia 
coo limitadora» si y sólo si es la frontera del poliedro en el sentido 
de que contiene todas sus caras. Como usted ve. tiene que definir 
mica y «fronteras. Puede parecer: que: estos conceptos teneo ue 
a famillac ames de empezar a investigos la “riqueza de las formes 
poliédricas, pero, en el transcurso de la investigación, los burdos concep- 
Pos originales se dividen y muestran Una estructura fina por lo que 
hay que definir cuidadosamente los conceptos, a fin de que quede 
claro en qué sentido se usan. 

Kara: ¡Y, entonces, tiene usted que poner un veto a futuras investiga" 


ciones, a fin de evitar nuevas divisiones! 

Ministro: No haga caso a Kapa, Epsilon. Las refutaciones, inconsis. 
tencias y la critica en general son muy importantes, aunque sólo si 
lucen a mejoras. Una mera refutación mo es uno victoria. Si la meta 
Ceitica, aunque correcta, poseyese autoridad, Berkeley hubiese detenido. 
e qetierollo de las matemáticas y Dirac no hubiese hallado wn editor 


de sus escritos. 


Descubierto por €. Keinharde (véase yu [1885], pág. 114 
| NO Drek fue el primero en darse cuenta de que la unilarealidad o la biateraidad 
depende del námero de dimensiones del espacio. Vésse su [1888], pág. 474 
pi ' pág 


Ebsi.os: No se 


de Kapa. Proced 


is escasos términos pci a ÉN ae api yl 
Por ejemplo, la « perfci le 
plo, da 


las matrices de incidi 

de incid k-politopos la denominaré 
1n poliedro (o una de sus 
cadena. Defino la fronte 


d-cadena uperficicn de 
a de una £<cadena 


pero, en vez de la suma ordinaria, tomo la suma mádalo ?, Ena 


decir que ocu 


como la suma de los (£ 


e acia > la suma aródalo 2. Esto quiere 


04+0=0,14+0=1,04+1=1,14+1=0, 


Tiene usted que y ñ 
er que ést 


Fent amd a €s la verdadera definición de fromtera de 


Bera: Deténgase un momento. Mi 

gase un momento. Me resulta dificil seguir sus defi 
nes A-dlimensionales. Dejeme pensar a e OS 
ejemplo, la frontera de una tara es, segan su definición. Y conjumo 


de aristas que le pertene 
frontera común no contendrá las aristas : o 


al sumar las aristas, omitiré 


que ambas contienen. Así, 

cen por parejas. Por 
La frontera del primero es 
» a+ b+e, la frontera de ambos, 
Ahora veo por qué introdujo usted 
Siga, por favor. 


ejemplo, to dos 1 m A 
LARO clone cesped da 
Pr Dio el rie 
sumas »ód. 2 en su definición, 

SILON: Tras haber def 


nido «frontera» en términos específicos 


Fig. 28, 


¿155 +Nora de lor Editores: «Pensar a voces» cra y del le 
, k término. técnico del inglés di 
laca «pensa .» " sente» (Abiko 

pensar ruidosamente» (¿Hindi 


hndly) en lugar de «pensar en voz altas (2% 
p altas (18ónkiag aloud). N. del T-] 


per inte conocidos, d 
en una vag fini 
cerrado separadamente para cad primero, cerrado 


Mhora, le voy a mostrar 


tenía usted que confí 
de aristas y luego. para sistemas de cara 
que existe un concepto general de cerrado, aplicable a cualqu 
independientemente de £. Denominaré k-cadena cerrada o, br 


decircuit 
Brra: Deténgase un momento, Déjeme ver 


» una E:cadena si, y sólo si, su frontera es cero 
un polígono ordinario 
está intuitivamente cerrado y de hecho lo está, de acuerdo con su 
definición, puesto que su frontera es cero, y 
en la frontera, lo que da 

cerrado y, de nuevo, 


que cada vértice aparece 
dos vece ero en su álgebra mód 2, Un 
poliedro ordinario y simple su frontera es 
cero, puesto que en su frontera cada arista aparece dos veces 

Kara [aparre]: ¡Realmcate, Beta tiene que luchar para verificar las 
«intuiciones obvias e inmediatas» de Epsilon! 

Ersion: El siguiente término a dilucidar es el de «limitar. Diré 
que un £-circuito limita si es la frontera de una (£+ 1)-cadena. Por 
ejemplo, el «ecuador» de un poliedro esferoide limita, pero el «ecuador» 
de un poliedro toroide, no. sltimo caso, la idea alternativa 
(es decir, que limita el «todo» del poliedro) queda excluida, ya que 
la frontera del todo del poliedro es vacia, Ahora está absolutamente 
claro que, por ejemplo, el heptacdro limi 

Bera: Va usted un poco aprisa, pero me parece que está usted 
en lo cierto. 

Gauma: ¿Puede usted probar que cualquier k-cadena límitadora 
es un circuito? Ha definido usted «limitar» sólo para circuitos; podría 

Supongo que la razón 
de su definición restringida es este tcorema latente, 

EbsiLon: Es cierto; puedo probarlo. 

Ganxa: Otra pregunta. Algunas cadenas son circuitos, algunos 
circuitos limitan. Esto me parece en orden. Pero, me parece que la 
frontera de una k-cadena decente debiera ser cerrada. Por ejemplo, 
no podría aceptar como poliedro un cubo al que le faltase la parte de 
arriba y no podría aceptar como polígono un cuadrado al que le faltase 
una arista. ¿Puede usted probar que la frontera de una 4-cadena €s 
cerrada? 

ErstuoN: ¿Qué si puedo probar que la frontera de la frontera de 
cualquier A-cadena es cero? 

Gauna: Eso es 

Erson: No, no puedo. Es algo indudablemente” verdadero; es 
un axioma. No hace falta probarlo 

Marsrro: ¡Adelante, adelante! Supongo que ahora traducirá usted: 


nuestro teorema a sus términos perfectamente conocidos. 


usted haberlo hecho en general para las caden: 


DBOSRAAAAAAAAAAAAA 


Lakaro 

Estos: Sí, brevemente, la traducción del teorema es: «Todos /os 
poliedros cuyos circuitos, todos ellos, limitan son eulerianos». El término especifi 
co «poliedro» está sín definir; ya he definido «circuito» y «limitado» 


en términos perfectamente 
Gamma: Se 


ha olvidado usted de la simple conexión de las caras 
Usted ha traducido solamente la simple conexión del poliedro. 
Ens 


Lon: Se equivoca usted. Exijo que fades los circuitos | 
incluso los O-circuitos. He traducido «simple conexión de un poliedro» 
como «todos los I-circuitos y 2<circuitos limitan» y «simple concxión 
de las caras» como «todos los O-circuitos limitan». 

Gamma: No le sigo. ¿Qué es un O-circuito? 

sio: Una O-cadena es cualquier suma de vértices. Un O-circuito 

Iquier suma de vértices cuya frontera sea cero. 
Gana: ¿Pero qué es la fronte 
menos Y-dimensionale 

Erswor: Por supue 
conjunto vacío. 

Gamma: ¡E 


de un vértice? No hay politopos 


o que los hay. O, más bien, hay uno: el 


sti usted loco! 

Aura: Puede que no esté loco. Está introduciendo una convención 
No me preocupa qué herramientas conceptuales utilice, Veamos sus 
resultados. 

Evsiox: No utilizo convenciones y mis conceptos no son «herra- 
mientas». El conjunto vacío es el politopo menos 1-dimensional. Su 
existencia es para mí más obvia ciertamente que la existencia, digamos, 
de su perro. 

Maestro: ¡Nada de propaganda platónica, por favor! Muestre de 
qué modos sus «O-circuitos limitadores» traducen «caras simplemente 
conexas». 

Epson: Una vez que usted se de cuenta de que la frontera de 
cualquier vértice es el conjunto vacio, el resto no es nada. Según 
mi anterior definición, la frontera de un vértice es el conjunto vacío, 
pero la frontera de dos vértices es cero, debido al álgebra mód2. La 
frontera de tres vértices es de nuevo el conjunto vacío, etc. Así, los 
números pares de vértices son circuitos, aunque los impares, no. 

Gamma: Así, su requisito de que los O-circuitos debieran limitar 
equivale a exigir que cualquier par de vértices limiten una 1-cadena 
o, en román paladino, a exigir que cualquier par de vértices estén 
conectados mediante algún sistema de aristas. Por supuesto, esto elimina 
las caras anulares. Ciertamente, se trata del requisito que acostum- 
brábamos a lamar la asimple conexión de caras, tomadas separada 
mente», 


EnstLoN: Difícilmente podrá usted negar que mi lenguaje, que es 
el lenguaje natural que refleja la: esencia de los poliedros, muestra por 


O 


Pruebas y refor y 
vez primera la profundamente enraizada identidad esencial de los criterios 
anteriormente desconexos, aislados y ad hoc 


Garma a 


te]: ¡La que dificilmente podré negar es que estoy perple 
más bien extraño que el camino hacia esta «simplicidad 


jo! Realment 
natural» esté infes 


da de tales complicaciones. 
Aura: Permitame comprobar si comprendo, ¿Dice usted que tados 
los vértices poscen la misma frontera: el conjunto vacio? 


Enstmos: Exacto 

Arras Y, supongo que para usted «todos los vértices tienen el 
conjunto vacio» es una axioma, al estilo de «todas las caras tienen 
aristas» o «todas las aristas tienen vértices» 

Esos: Exactamente. e 

Aura: ¡Pero no es posible que esos axiomas sein del mismo ja.z! 
El primero constituye una convención, mientras que los dos últimos 
son necesariamente verdaderos. 

Marstmo: El teorema ha sido traducido. Quiero ver la prucba. 

Ebsnon: Al punto, Señor. Permítame una ligera reformulación del 
reorema: «Todos los poliedros en los que los circuitos y los circuitos limitadores 


coinciden son enlerianos» 

Marsreo: Pruébelo. 

Ensuon: Al punto, Señor. Lo replanteo 1%, 

Bera: Pero, ¿por qué? Ya ha traducido usted todos sus términos 
un poco oscuros a términos perfectamente conocidos 

Fosion: Eso es verdad. Pero la traducción que voy a dar ahora 
es muy distinta. Traduciré el conjunto de mis términos primitivos 
a otro conjunto de términos primitivos que son aún más básicos 

Bera: ¡Así, que algunos de sus términos perfectamente conocidos 
son mejor conocidos que otros! 

Maestro: Beta, no le ponga pegas constantemente a Epsilon. Fije 
su atención en lo que hace y no en cómo interpreta lo que hace. 

ielante, Epsilon 
Acoso Si esaminamos más detenidameme mi última formulación 
del teorema, veremos que es un teorema acerca del número de dimen- 
siones de ciertos espacios vectoriales determinados por la matriz de 
incidencia 

Bera: ¿Qué? 

EbsiLoN: Considere nuestro concepto de caden 
na. Es esto 


digamos una 1-cade- 


x101 +xg0g + +0 


donde 01, «.., 04. son las aristas y X1, X2, ..., %n son o 0 Ó1 


ima ¡Podría usted enunciar de nuevo el problema? ¿Podría usted enunciarlo de ruevo 
de otro modo ?a (Pólya [1943], solapa) 


mee Las 
un espacio vectorial E-dimer 
uales oródulo2. En general, las 

sobre el campo 


mu ¿mero de £-pol 


>s espacios cadena y 


ema dice que «Si /or espacios circuito y Dn 


lel espacio 1-caden 
2. Esta es la esencia del teore 


Enle 
Marsrro: Me gusta esta reformulación que ha mostrado realmente 
la naturaleza de sus herramientas simples, tal y como usted nos prometió, 


bará usted ahora el teorema de Euler por los métodos 


Sin duda pre 
simples de álgebra vectorial. Veamos su prueba 


2. Otra prucba de la conjetura 


EbstLon: Descompongo en dos partes mí teorema. La primera enun- 

cia que los espacios circuito y los espacios circuito limitante coinciden 
, y sólo si, coinciden los números de sus dimensiones. La segunda 
dice que si los espacios circuito y los espacios circuito limitante tienen 
las mismas dimensiones, entonces el número de dimensiones del espr 
cio 1-cadena más el número de dimensiones del espacio 2-cadena :5 


igual a 2. 

Marsrro: La primera parte es un teorema trivialmente verdade:o 
del álgebra vectorial. Pruebe la segunda parte. 

Ersuón: Nada hay más fácil. Lo único que tengo que hacer es 
retrotracrme a las definiciones de los términos implicados 1%, Escribamos 
primero nuestras matrices de incidencia. Por ejemplo, tomemos las 
imatrices de incidencia de un tetraedro 4BCD, con aristas AD, BD, 
CD, BC, AC, AB y caras BCD, ACD, ABD, ABC, Las matrices 
sonn £=160, según que P¿_, pertenezca o no a P¿. Así, nuestras ma 
trices son 


he cosas definidas por sus definiciones» (Pascal [1699], 
2 (1945), solapa y pág. 84) 


Ahora, con ayuda de estas matrices, los espacios circuito y los 
espacios circuito limitante se pueden caracterizar fácilmente, Ya hemos 
visto que las k-cadenas son realmente los vectores 


FA 
Sap. 


PS 
Definimos ahora la frontera de un PÉpolitopo como 


Mas 


Y MPE, 


(Esto, asi como las fórmulas que siguen, no es más que una reexposición 
de nuestra vieja definición en notación simbólica.) 
La frontera de una £-cadena Y x PA es. 


4 
4 
« 
4 
a 
4 
4 
4 
4 
€ 
O 
e 
€ 
€ 
4 
e 
€ 
€ 
€ 
€ 
6 
€ 
€ 
e 
6 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 


1) Ex =0, para cad 

Una é-cadena, Ex P”, es un á-circuito limitante si, y sólo si, es la fronte 
ra de alguna (4-+ 1)-cadena Ey_P "es decir, si y si existen cocfi 
cientes Y ¿(me =1 Va, 1), tales que 


Es obvio ahora que el espacio circuito y el espacio circuito limitante 

si, el número de sus dimensiones es idéntico; 

es decir, si, y sólo si, el rango del múmero de soluciones independient 

de las Na-1 ecuaciones lineales homogéneas (1) es igual al número 

de soluciones independientes del sistema de ecuaciones lineales inhomo 

cas (2). Ahora bien, se mocidos del 
álgebra lin 


1, el primer múmero es N¿—P4 donde pa es el rango de 
nl; el segundo número esp, + 1 

Asi, lo único que tengo que probar es que si N¿— pa=Pu+ 1, en- 
tonces W— A4+C 

Lamboa: O, «$ FP 441 entonces No — Ny + Ng 
son dimensiones de ciertos espacios vectoriales; p 4, los rangos de ciertas 
matrices. Ya no se trata de un teorema acerca de los poliedros, sino 
acerca de determinado conjunto de espacios vectoriales multidimensiona 
les, 


Epsios: Ya veo que acaba usted de despertarse. Mientras usted 
estaba dormido, analicé nuestros conceptos de poliedro y mostré que 
son realmente conceptos de álgebra vectorial. He traducido el circulo 
de ideas del fenómeno de Euler al álgebra vectorial, mostrando así 
su esencia. Ahora, cien 

vectorial, que constituye una teoría clara y precisa, con términos perfecta: 
mente conocidos, axiomas limpios e indubitables, así como con pruebas 
también indubitables. Por ejemplo, considere la nueva prueba trivial 
de nuestro tan discutido teorema: Si N¿=PL+ Pes entonces 
No — Ni + N; Po + Pr — PI — Pe HD + Pa = Po + Ps = 
=1+1=2 ¿Quién osaría dudar de la certeza de este teorema? Así 
, he probado el controvertido teorema de Euler con indudable cer- 


mente, estoy probando un teorema de álgebra 


Aura: Pero, fijese, Epsilon; si hubiésemos aceptado la concepción 


108 Esta prueba xo debe » Poincaré (véxse su [1399] 


rival de que los vértic la matriz 9, por ejemplo 
en el caso del tetracdi 

n le Ge 
El rango po hubiera sido 0 y, consiguientemente, 1— A+C= 


No erce usted que su «prueba» descansa demasía 


= ftp! 
do en una convención? ¿Acaso no eligió usted su convención tan sólo 
para salvar el teorema? 

Ersion: Mi axioma relativo a pg no era una «convención». Po =1 
gnificado real de que un par 

posce en mi lenguaje el mismísimo significad q p: 
de vértices limita, de que el entramado de aristas cs conexo (con lo 
que se excluyen las caras amulares). La expresión «convención» es 
“a poliedros con caras simplemente cone- 


¡ente confundente, Pa 
. po=1 es verdadero y p=0 €s falso. 

Arta: ¡Mmm! Usted parece estar diciendo que tanto p 
Po=0 caracterizan cierta estructura en espacios vectoriales. La diferencia 
€s que po = | tiene un modelo real en los poliedros con caras simplemente 
conexas, mientras que el otro no. 


patente 


1 como 


3. Algunas dudas relativas al carácter final de la prueba. El proce- 
dimiento de traducción y el enfoque esencialista de las defini- 
ciones frente al enfoque nominalista. 


Maestro: En cualquier caso, hemos 'obtenido la nueva prueba. 
¿Es, con todo, final? 

ALra: No lo es. Tomemos este poliedro (fig. 29). Posee dos caras 
anulares, delante y atrás, y puede inflarse hasta formar un toro. Además, 


ñ 14 1021 cts dl 
Birras No creo que esc Y 

! < 1 fenómeno Lhuilicr; p 

y ú res, ==. 2-24 

quier poliede mo éste con el doble de curas 
1 yO pero esa no quiere decir que sea culeriano. Ademá 

1e fenómeno Lhuilier explica inmediatamente por qué no pod 

brener fácilmente una condición necesaria y suficiente (o teorem: 
ma para la conjetura de Euler-Descartes, puesto que estos casot 

de Lhuilier se inmiscuian entre los culerianos 00, 
Marsto: Pero, Epsilon nunca prometió la finalidad, sino tan sól 


lad d 
ahora su promesa de producir una prueba que explique de un golpe 
ato el carácter culeriano de los poliedros ordinarios, como el carácte: 
culeriano de los poliedros estrellados. 


Lamboa: Es 


mayor profuné la que habíamos obtenido antes. Ha satisfecho 


verdad. Tradujo el requisito de que las caras fuesén 
simplemente conexas (es decir, que en el proceso de triangulación cada 
nueva diagonal crease una nueva cara) de tal modo que la idea di 
triangulación desapareciese completamente de él. En esta nueva traduc- 
ción, una cara es simplemente conexa sí todos los circuitos de vértices 
limitan ea ella, ¡requisito que se cumple para los poliedros estrellados 
culerianos! Además, mientras que tenemos dificultades a la hora de 
aplicar a los poliedros estrellados el concepto intuitivo (es decir, no-es 
trellado-inui 
ción de Poincaré desaparecen estas dificultades. Los poliedros estrellados, 
así como los ordinarios, son conjuntos de vértices, aristas y caras más 
una matriz de incidencia; no nos ocupamos del problema de la realización 
de un poliedro en un espacio que resulte ser nuestro espacio tridimensic- 
nal y material, aproximadamente euclídeo. El pequeño dodecaedro estre- 
llado, por ejemplo, no es culeriano y no resulta muy dificil trazar 
en él 1-circuitos que no limiten. 

Prra: Encuentro que esto también es interesante en otro aspecto. 
La prueba de Epsilon resulta inmediatamente más rigurosa y de més 


10) de simplemente conexo, debido a Jordan, en la traduce 


alcance. ¿Existe una conexión entre ambas cosas? 
Epson: No lo se. Pero, mientras que nuestro Maestro pretence 


que mi prueba sólo posee más profundidad, yo pretendo que posee absoluia 


199 Vésse Lhullier [1812-13a]. La relación fue descubierta unas doce veces entre 1812 


10 Véase más arriba, págs. 8 y sigs 


Esrsiomss Está usted equ Ñ $ 
pro is bien, relativa al caracter final y cierto que usted le 
tn de hecho e " le su estructura algebraica 


Xi usted se q uluc de apoliedro: 
la teoría vectorial es una yu traducción? 

8: Ya he dicho que es verdadera. Si hay algo que le sorprend: 

no es razón para dudar. «Yo sigo la gran escuela de los matemáticos 

en virtud de una serie de sorprendentes definiciones, han salvado 

aemáticas de los escépticos y han suministrado una demostración 


rígida de sus proposicic 


Marsrno: Realment 


pienso que este método de traducción constitu: 


ye el meollo de la cuestión de la certeza y carácter final de la prueba 
de Epsilon. Creo que podríamos denominarlo el proce 
Pero, veamos, ¿hay más dudas? 

Gamna Digamos que acepto que su deducción 
es infalible. ¿Está usted seguro de que no puede deducir de sus premisas 
la negación de su teorema con la misma infalibilidad? 

EpsILON' 
inconsistentes? 


vento de traducció 


Sólo una más. 


Todas mis premisas son verdaderas. ¿Cóm 


podrían ser 


Marsrro: Aprecio sus dudas, pero yo siempre prefiero un contrae- 
jemplo a cualquier colección de dudas. 

Gana: Me pregunto si mi cilindro no refutará este nuevo teorema 

Epson: Por supuesto que no. En el cilindro, el conjunto vacío 
no limita y, consiguientemente, Po % 1 

Gauna: Ya veo. Está usted en lo cierto. Este argumento, puesto 
en sus términos perfectamente familiares 
convencido inmediatamente 

EbstoN: ¡Comprendo su 
usted en tela de juicio mis definicion 
de hecho axiomas indubitablemente verdaderos que expresan la esencia 
de los conceptos en cuestión, con la ayuda de la intuición infaliblemente 
clara y distinta. He pensado en ello desde entonces y creo que debo 


claros y distintos, me ha 


casmo! En una ocasión anterior puso 


01 Véanse las pág. 146-148, 


02 Se trata de una cta de Ramsey [1931]. pág. 56. Sólo se ha cambitdo ua palbed 


él dice «lógicos matemáticos» en vez de «matemáticos», pero eso se debe tan sÓlo 4 
¡queno entendía que el procsdimierto que estaba describiendo no constitute una caracteri 
'a novedosa de la lógica matemática, sino un aspecto de las matemáticas arigurosase 


desde Cauchy fniciones de límite, continuidad, etc 


y que las célebres di 
joradas por Wererst 
frase de Ramsey (Rassell [1 


propuestas 
odas ellas en esta línca. Veo que también 
le pág 125 


por Cauchy 


BOPA nAnnaA nn nnspnRn no” 


194 mee Lakeato 
abandonar mi concepción aristotélica de las definiciones, Cuando defino 
un término vago, de hecho lo sustituyo por otro nuevo, sirviendo 


el viejo tan sólo como una abreriatara del nuevo, 
aclarar esto, ¿Qué entiende usted 


Arras Perm 
una sustitución q 


E aciefinición»; 


1 dela izquierda a la derecha 
O una abreviatura que constituye una operación de la derecha a lá 
izquierda? 

Ensiow: Entiendo la abr 


ado, 
Creo libremente el sig 


iatura. Me olvido del viejo signi 
tacho los viejos términos vagos. También erco librer 


1 la vez que tacho los viejos y oscuros. 


ificad 


nte mis problem: 


Arras No puede usted evitar ser un extremista; pero, siga 


Erston; Mediante este cambio en mi programa, gano con certe: 
una cosa: una de sus dudas queda con ello clín 
son abreviaturas, entonces no pu 

ALrA: Pero, pierde usted algo que es mucho más importante. Tiene 
usted que restringir su programa cuclídco a las teorías con conceptos 
perfectamente conocidos y, cuando quiera usted incluir teorías con 
conceptos vagos en el ámbito de ese programa, no podrá usted hacerlo 
con su técnica de traducción. Como ha dicho usted, no traduce, sino 
que más bien crea un nuevo significado. Pero, aun cuando intentase 
usted traducir el viejo significado, algunos aspectos esenciales del concep- 
to vago original podrían perderse en esa traducción. Puede que el nuevo 
concepto claro no sirva para la solución del problema al que se orientaba 
el viejo concepto%03, Si considera usted infalible su traducción o si 
deroga usted conscientemente el viejo significado, ambos extremos arro- 
jarán el mismo resultado: puede usted relegar el problema original 
al limbo de la historia del pensamiento, cosa que de hecho no desea 
usted hacer204, Así que, si se tranquiliza usted, tendrá que admitir 


«da. Si las definiciones 
den ser falsas 


13 Un ejemplo clásico de traducción que no satifizo el criterio (usualmente implícito) 
de adecuación viene dado por la definición decimonónica del área de una superficic, 
que resultó eliminada por el «contraciemplo» de Schwartz. 

El problema es que los criterios de adecuación pueden cambiar con el surgimiento. 
de nuevos problemas capaces de provocar un cambio en el cajón de herramientas conceptual, 
Un caso paradigmático de ese cambio viene dado por la historia de concepto de integral. 
Es una vergtenza de la presente educación matemática que los eudiantes puedan Citar 
exactamente las diferentes definiciones de las integrales de Cauchy, Riemann, Lebesgue, 
etc., sín conocer cusles ran los problemas que trataban de resolver o cuáles eran los 
problemas en cayo proceso de solución se descubriccon. A. medida que cambian los 
criterios de educación, normalmente las definiciones 3e desarrollan de ta! modo que la 
que satisface todos los criterios se torna dominarte. Es algo que no podeía ocurrirle 
a la definición de integral, debido a la inconsistencia de lox criterios, y por eso el concepto 
hubo de dividirse Las definiciones generadas por la prueba desempeñan una función 
decisiva, incluso en la construcción de definiciones traductoras, en el programa cuclideo. 

30 Este proceso es muy característico del formalismo del siglo veinte 


el abandono del enfoque esencialista seguirá siendo 
í de su programa euclideo original. Epsilon dice ahora 


de la definic 
una gran retira e 
Pay teorías euclídeas con términos perfectamente conocidos e infe 
rencias infalibles, como la aritmética, la geometría, la lógica y la teoría 
de conjuntos, supongo. Ahora hace que el programa euclídeo consista 
en traducir teorías no-cuclideas con términos oscuros y vagos, así como 
con inferencias inciertas, como el cáleulo y la teoría de la probabilidad, 
venidas de desarrollo 


qu 


a estas teorías ya cuclideas, abriendo así nuevas a > 
tanto para las teorías subyacentes como para las teorías originalmente 
no-cuclídeas. 

ErsioN: Denominaré troría dominante a esa teoría uya cuclídea» 


o teoria establecida 
Gamma: Me pregunto cuál es el campo de aplicabilidad de este 
programa restringido. Ciertamente, no abarcará la física: nunca traducirá 
la mecánica ondulator 
máticas de los escépticos, en virtud de una serie de definiciones sorpren- 
dentes»?08, pero lo que ha salvado a lo sumo son algunas migajas. 
Bera: Tengo un problema relativo a esas definiciones traductoras. 
Parecen ser meras abreviaturas de la teoría dominante y así ser verdaderas 
«por definición». Pero, parecen ser falsables, si consideramos que se 
refieren al dominio no-cuclideo207. 


la geometría, Epsilon quería «salvar las mate 


Dique para abreviar ana larga historia». Es curioso de qué modo los nominalistas 
nos pueden permanece ciegos al meollo tacional de los argumemos de lo 


de le 
la logización de las matemáticas, To 


ox ellos pensaban que sus definiciones de contin 


iscusión: rel. 


Ensios: Como le he dicho 4 Kapa, mi prueba es infalible. No 


Zira: ¿Quiere usted decir que eliminaría los contraciemplos, tál 
dolos de monstruos? : ep 
Enstmos: Ni siquiera 
p un monstruo puede refutarla 
Lera: ¿Así que pretende usted que su teorema seguirá siendo verdade 
ro, aun cuando yo ponga cualquier cosa cn el lugar de sus términos 
perfectamente conocidos? 

Ersion: Puede usted poner lo que sea en el lugar de los términos 
perfectamente conocidos especificos del álgebra vectorial 

Zura: ¿No puedo sustituir sus términos 


primitivos no específicos, 
como «todos», «y», ui 


Pero puede usted poner cualquier cosa en lugar de 


mis términos perfectamente conocidos especificos, 


por refutación. 

Zera: Lo ha hecho usted; mas, entonces, o puede usted ser ref 

O no ha hecho usted lo que creía hacer. pa Apio 
PsiLoN: No comprendo su oscura intuición, 

Zera: Lo hará, si es que lo desea. Su caracterización de la idea 
de contraejemplo parece razonable. Pero, 
un contracjemplo, entonces el sí 
es prec 


como «vértice», uaris- 


Pienso que con esto he clarificado lo que entiendo 


si es eso lo que constituye 
ignificado de sus «términos perfectamente 
si lo que usted dice está justificado, ese 
nente el mérito de su prueba 
irrefutable, no descansa en el sig 
conocidos» 


Una prueba, si es que es 
ificado de los «términos perfectamente 
specíficos, de acuerdo con la propia idea de prueba irrefuta 


la foma lógica de los enunciados de lenguaje ordinaria 
ordinario al lenguaje artificial, Russell pensaba, e 
(11958), pág. 73), que estaba guiado. 
sigue a "Tarek, la deñioso 
signos formativos. Pi, 

de ha ijerenc 


». Al entsclar 
ec, al traducir el lenguaje 
per no presta suficiente tención l Imporame problema 
lo que creo que puede explicar lo que conciso 3u 
forma lógica, en su (1947), pág. 273. Segon el (y aquí 
a de inferencia” válida descania fan sel sobre ln lata de 
del lenguaje ordinario (o ariimitico, geométrico. ete) al hd 
Iraducción que sdoptemos. 0 eS 


plenamente el significac ubyacentes no especi. 
: xe caso, la aritmética, la lógica, la teoría de conjuntos 
no en absoluto el significado de sus términos ifica 
A tales pruebas. las denomin a les, puesto que no 
bsoluto del significa 


términos específicos, Cierta 
Jependen e p i 
de formalida términos no especific 


id términos, que d 

térmil marivos, resulta realmente importante. Fijando su significa. 

do, podemos enunciar qué es lo que se puede aceptar como contra 

plo y quées lo que no. Podemos así regular la marca de contracjemplos. 

Si no hay contraejemplos del teorema, diremos que el teorema es una 
aritmético-teórico conjuntista 


ma de tautologías, según 


tamtolagía: en nuestro caso, una tauiolo 
Aura: Parece que tenemos una buena £ 
la elección que hagamos de las constantes cuasi-lógicas. Pero, veo aquí 
un montón de problemas. Primero, ¿cómo sabemos que una tautología 
es una tautología? 
Kara: Nonca lo sabrá usted por encima de toda sospecha. Pero, 
si tiene usted serias dudas acerca de una teoría dominante, elimínela 


y sustitúyala por otra teoría dominante 93, 


Dn consencidos de que toda la astronomia y vd la fica podían traducir 
Dd geometría por el álgebra; 
e noriión de Descares comió e suacici la prometía por el gs 
vo als lara a verdad. 
ca eras punta que en a cora dominante el propio al 
Fr evolución del igor en matemias Lomtió de hecho enla resauración 
a que se produjo, desde Cauchy a Wetesenss. El paso cruclal fue 
al Is de la lógica la scora dominante. de odas las muemátios 
Picota de ls probabilados en la teoria de la medida 
cs dominante y su cambio también determinan gran pare del desarcallo 
O ta lucia de la bitogi comia su traducción» » la química y la lueh 


y hundimiento de la mecánica 


noes 


OREA RIACCA rra ns ns 


Imre Lalaras 


Veras habicamor iemado peru 2 Laos para que minu l dogo € 
Peru, de la que se acaba de decir par 


mes, arrojando toda duda 
ntocedemes 


+ los lemas, sobre 


de alegr 
lepra que por fin Zeta haya capa 
prado la cuestión. De hecha 


qa mi prueta 


puese probar el enunciado condicional cun tods 
sl probar el enunciado condicional co osos lemas incorpo omo ameccde 
conjunto dado 
contrrejemplos de un enunciada pps q econ 
cido que se pueda po 


we reinterpreten los términos descriptivos, es serld siendo 
empre verdadero, s pi 

Ersan: No lo sabemos con arepa 
lógica. Pero, sabeme ae 


podemos compa 
pro 


condicional seguirá siendo 


se vaca de un teorema informal 

además que si se nos pres sel 
o demás que ss non presen una priendida prue en tal sistema 
faratiza la producción de una respuesta en un mimero 
9 0n0 una prueba, Así, y 
Y una trivialdad. 


pues, en tales sister pas 


da dur: Pero está ute de suelo, Epa, e que el cli el pe comer 

el nesaoc n musemács inma. que pocas Formales son Sempre td 

ciones de prucbas informal: y en que 1s problemas planendos acre del iriducción 

e i pslon, ¿cimo sabemos que la comprobación de 
mom: Rezlmeme, Lamb, nu inacab 

e de decile que o sabemos nade con Cesa? Sin embargo 9 deso 


de certeza le está haciendo pla 
Pop do plantear problemas la mar de aburridos y le Ciega par: 


tan importantes al menos como 0 Y hegela 


ma oposurie al mesos como lead hogcan. Normalmente, al Fiducciones 
E udueción se tomará en un impedimento de ulteriores desacrollo, a medida 
03 débiles de la traducción pasen a primer plano. pies 


APÉNDICE 1 


OTRO EJEMPLO DEL METODO 
DE PRUEBAS Y REFUTACIONES 


1. La defensa de Cauchy del «Principio de Continuidad» 


El método de conjeturas y refutaciones constituye un patrón heuristi- 
co muy general de descubrimiento matemático. Con todo, al parecer, 
Sólo fue descubierto en los años 1840, e incluso hoy día les parece 
paradójico a muchas personas. Realmente, en ningún sitio se reco 
hoce plenamente. En este apéndice, trararé de bosquejar el caso de 
Un análisis de la prucba en análisis matemático, así como de dibujar 
las fuentes de resistencia de su reconocimiento y comprensión. Repito, 
antes que nada, el esqueleto del método de pruebas y refutaciones, 
método que ya he ilustrado en mi ejemplo de la prueba que dio Cauchy 
de la conjetura de Descartes-Euler. 

Hay un patrón simple de descubrimiento matemático o del desarrollo 
delas teorías matemáticas informales. Consta de los siguientes estadios: 

(1) Conjetura primitiva. 

(2) Prueba (un experimento mental o argumento aproximado, que descompone 
la conjetura primitiva én subconjeturas o lemas). 

(3) Surgen contraejemplos «globales» (contraejemplos de la conjeture primiti- 


va). 
14) Se reexamina la prueba : el «dema exlpable», resperto al que el contracjem- 
? (ps :p ej 


Como ya he señalado, el patrón histórico real puede desviarse ligeramente de este 


purón heariuco: Asimumo, el cuarto oxadio puede a veces preceder al tercero (incluso 


o o heuriscico). un análisis de la prueba ingenioso puede sugerir el contracjemplo. 


Jmre Ls 
pal altos sida 
primiti Vaners zancipdo games EE 

Estos cuatro estadios contituyen el meoll n 
pa stos cuatro mtituyen el meollo esencial del análisis de 
E que exiseca algunos otros estadios normales que a 


con fre arecen 


bra que este co Puede qu 


(6) Se comprueban las con 


momento de la conjetur 


raejemplos se convierten en eje 
nen ejem 


campos de investigación. A 00 38 dl 


Me gustaría considerar ahos 
E derar ahora otro ejemplo. Aquí, la conjetura primitivo 


es que el límite de una serie 

_una serie convergente de funciones continuas e: 
a su vez continuo, Cauchy fue el que d ve qt 
de esa coojecuta, cuya vela ds Iabia dolo po 


mera una prueb; 
ya verdad se había dado por supuesta en el 
dieciocho, suponiénde, por amo, queso pres ninguna denon 
ción. Se consideraba como el hn poa 
ci caso especial del «axiomá», según el 
cual ado que es verdadero hasta el límite es verdadero en el Mona 
Encontramos la conjetura y su prueba en Guin 
En y su prueba en el célebre escrito de Cauchy 
Dado que la «conjetura» se había conside 


ado hasta entonces como 


Nota de los Editores: En otras palabras, este m 
A » Pub, exe método consi, en pare, de una se 
dominio de obieros imtertsantes y parece implicar"la pa 


ne que ex verdadero de algu 
otras palabras, hallamos casos C: los 
globales»), aunque se sostienen desde P, dd e al 
nuevo lema, Pa E 
as 
2 procta 
condicional 


«comraejemplos 
w que también se refuta con el «í * . ea 


La verdad (lógica) de de e 


¿Acaso alguien había eriicado la conjetur 
la situación no era tan sencilla como parece, Gracias 
bectiva de las cosas, podemos observar ahora que 

»x de la conjetura de Cauchy habían istrado: 


Fourier. La Mémoive 


tiene de hecho un ejemp 


de Fourier 


actuales, es una serie convergente de f 


hacia una función discontinua de Cauchy; a saber 
A 
cos y — cos dx +geos Sa (m 
Con todo, la actitud del propio Fourier ante esta serie es completamente 


clara (y claramente distinta de la moderna) 
-onvergente en tod 
se compone de líneas rectas separa 


(4) Enuncia que es punto, 


(0) Enuncia que su función lími 
das, cada una de las cuales es paralela al eje de las x e igual a la 
as paralelas están alternativamente situadas por encima 

atre dos de ellas, estando 
24 


circunferencia. Est 
y por debajo del eje, con una distancia de 
anidas por perpendiculares que forman a su vez parte de la 

Las palabras de Fourier acerca de las perpendiculares de la gráfica 
son reveladoras. Consideraba que estas funciones límite eran (en cierto 
Sontido) continuas. De hecho, Fourier consideraba con toda certeza 
que algo era una función continua si su gráfica se podía trazar con 
Ja lápiz sin levantarlo del papel. Así, pues, Fourier no podria haber 
pensado que construía contraejemplos del axioma de continuidad de 
Cauchy3. Tan sólo a la luz de la subsiguiente caracterización que hizo 


3 Ea Mémoire recibió el grand prix. de matbimatiques del año 1812, de cuyo tribunal 
formaban parte Laplace, Legendee y Lagrange. No se publicó hasta después del libro 
a Bauer. Tbéarie de la Chale, que apareció en 1822, un año después del libro, 
o Cuchi, aunque el contenido de la Mémsire ya era entonces de sobra conocido, 

A Fourier, ap. cf. secciones 177 y 178, 

Después de haber escrio esto, he descubierto 
aprociomalamente enel sénido de Cauchy enalgunos manuscritos hata ahoc no publicados 
osos (1807) y de Fourier (1809), que fueron estudiados por el Dr. J. Raveta 
en ha permudo armblemente ver sus forocopias. Sin duda eso complica mí caso, 
Aireue no lo fefuta. Es obvio que Fourier tenía dos nociones de continvidad diferentes 
A nemes distimos y, ciertamente, esas dos nociones diferentes surgen con toda iurali 

lominies distinros. Si interpreumos una función como! 


que el término «discontinuos aparece 


dad de 


sen x—1/2 sen 2x4 1/3 sen 3% 


yn inicial de una cuerda, xe considerará ciertamente como continua, pareciendo 
vendiculacas, como iba a exigir la definición de Cauchy 


antinatural cortar las lineas perp 
e nterpretamos esta función como, digamos, tuna función que representa la temperatu: 
Deco larmolde un alambre, la función parecerá obviamente discontinua. Estas consideracio: 

ñ definición de continsidad de 


Ts Sugicten dos comecuras. En primer lugar, la célebr 


conan 


rose 


prornernacororrroran»»m 


Cauchy de la continuidad considerar 

jones límite de algunas series de Fourier y, 2 p 
series comenzaron a considerarse como contracjemplos de la conje 
de Cauchy. Dada esta nueva y antiintuitiva definición de la continuid 
los inocentes dibujos continuos de Fourier parecieron convertirse en 
endiablados contraejemplos del viejo y bien establecido principio: de 


ontinuidad. 


cabe duda de que la definición de Cauchy tradujo el concepto 
ar de continuidad al lengu 


fa je aritmético de manera tal que el 


sentido común ordinario» no podía sino asombrarseS, ¿Qué clase de 


continuidad es esa, que si rotamos un poco el gráfico de una función 
continua se convierte en discontinua ?* 
Así, si sustituimos el concepto int 


Cauchy, entonces (¡y 


vo de continuidad por el de 
> entonces!) el axioma de continuidad parea: 
quedar contradicho por los resultados de Fourier. Todo esto parea: 
como un tal vez decisivo en contra de las 
nuevas definiciones de Cauchy (no sólo de continuidad, sino también 
de otros conceptos, como el de límite) 


¡ento poderoso y 


tros con lo es entonces de extrañar 
que Cauchy descase mostrar que podia probar realmente el 
de continuidad en su nueva interpretación del mismo, sum 


istrando 
con ello la evidencia de que su definición satisfacia cl más exigente 
requisito de adecuación. Consiguió suministrar la prucba y creyó q 
con ello había dado un golpe mortal a Fourier, ese aficionado d 
talento, aunque confuso y carente de rigor, que había puesto en entredi- 
cho inintencionadamente su definición. 

Por supuesto, si la prueba de Cauchy fuese correcta, entonces los 
ejemplos de Fourier, a pesar de las apariencias, no hubieran pódido 
constituir comtracjemplos reales. Una manera de mostrar que no eran 
contraciemplos reales hubiera sido mostrar que no eran en absoluto 


Cauchy, que va en conts de la «imerprtción de la cuerda de una función, puede 
Faber sido estimulada por la investigación de Fourier de lor fenóamento dd Gel, E 
segundo lugar, la instancia de Four tn ls perpendiculares de lo gráficos de es 
funciones iscontinoas (gún la sinerprasción el clon), puede RODE sli ás Y 
esfureo por o entrar eu confto cop € púcpio de Laleñes "Nal e de rd 
coloración com JR. Rarcco, Jus Parárs IOSACO (MAT. Proa al 

Y Se tua del snido común de la cuerda o del gr 

- an de da Eo 


Lo que aquí se viola no es tal vez nuestra noción intuitiva 
de continuidad, sino más bien muestra ercencia en que cualquier gráfico que represent 
una función habría de seguir representando alguna función cuando se rote ligeramente 
La curva de Fourer es continua desde un pumo de vista intultivo y <sta, Imuición 
se puedo seguir explicando por la definición €, 5 de cominuidad (quese serbuye usalmene 
a Cauchy); en efecto, la curva de Fourier, completada con las perpendiculates, es paraméte: 
camente representable mediante des funciones. ii E 


ntido de Cauchy 


Se trataba de una intuición plausible. El propio Fourier tenía dudas 


acerca de la convergencia de sus series en esos casos críticos. Constató 


suficientemente 
a aproximación fácil, aunque es suficiente 


que la convergencia era lenta: «La convergencia no e 
rápida como para producir un 


para la verdad de la ecuacion 
Retrospectivamente, podemos ver que la esperanza de Cauchy en 
que en estos casos críticos las series de Fourier no convergiesen (con 


lo que no representarian la función) estaba en cierto modo justificada 
por el hecho siguiente. Donde la función límite es discontinua, la 
serie tiende a Alf(x +0) +/(<—0)), y no simplemente a f(x). Tiende 
a f(x) tan sólo si /(x)=[/0+0) +/(<—0)]. Pero eso no se sabía 
antes de 1829 y, de hecho, la opinión general estaba al principio a 
favor de Fourier más bien que a favor de Cauchy. Las serics de Fourier 
parecían funcionar y, cuando Abel, en 1826, cinco años después de 
la publicación de la prucba de Cauchy, mencionó en una nota de 
su [1826], que hay «excepciones» al teorema de Cauchy, ello constituyó 
una doble victoria más bién intrigante: se aceptaban las series de Fouri 
aunque también la sorprendente definición de continuidad de Cauchy, 
así como el teorema que había probado mediante ella, 

Fue precisamente a la luz de esta doble victoria cuando pareció 
que debía haber excepciones a la versión especifica del principio ¡de 
continuidad que estamos considerando, aun cuando Cauchy lo hubiese 
probado impecablemente. 

Cauchy tiene que haber llegado a la misma conclusión que Abel, 
ya que en el mismo año, sin abandonar, naturalmente, su caracterización 
de la continuidad, dio una prueba de la convergencia de las series 
de Fourier . Con todo, debió de sentirse en una posición muy incómoda. 
El segundo volumen del Cours d' Analyse nunca se publicó. Y, lo que 
resulta aún más sospechoso, no sacó más ediciones del primer volumen, 
permitiendo que su alumno Moigno publicas sus notas de clase, una 


Op. cir. sección 177. Esta observación, por supuesto, está muy lejos del descubrimiento. 
de que la convergencia es infinitamente lenta en estos lugares, que no tuvo lugar hasta 
después de 40 años de experiencia en el cálculo de las series de Fourier. Adem 
descubrimiento no podría haberse realizado antes de la decisiva mejora que hizo Dirichles 
de la conjetura de Fourier, mostrando que sólo se pueden representar por series de 
Fourier aquellas funciones cuyo valor en las discontinuidades es 


VAe+0+/—01 


$ Abel [18265], pág. 316, 
* Cauchy [1826]. La prueba se basa en una suposición falsa incorregible (véme, por 
ejemplo, Kiemann, (1868), 


que los ejemplo: Fourier se interpretaban ahora como 
contracjemplos, el rom Ñ lente: ¿cómo podía ser falso 
o «sufrir excepciones un teorema >? Ya hemos discutido cómo 

gente perpleja en el mismo periado con las «excepciones» del 
icorema de Euler, a pesar del hecho de haber s obado. 


La prueba de Seidel del concepto generado por la prueba 


de convergencia uniforme 


> el mundo presentía que este caso de Cauchy-Fourier no en 

plemente un rompecabezas inocuo, sino que constituía un defecto 
fatal en el conjunto de las nuevas matemáticas «rigurosas». Dirichlet, 
en sus celebrados artículos sobre las series de Fourier!!, no mencionata 


funciones discontinuas las series convergentes 


upándose por resolver exact 
mente cómo represent 
de funciones continuas, a la vez que, como es obvio, cra perfectamente 
consciente de la versión del principio de continuidad debida a Cauchy 
A Seidel le correspondió finalmente resolver el enigma, identificando 
el lema oculto culpable en la prueba de Cauchy 12. Mas eso no ocurrió 
hasta el año 1847. ¿Por qué llevó tanto tiempo? Para responder esta 
pregunta, deberemos echar un vistazo más de cerca al célebre descubri 
miento de Seidel. 
Sea Y fu(<) una serie convergente de funciones continuas y, para 
cualquier m, definase 5) = E fu) y rá) Ey): Entonces, al 


quid de la prueba de Cauchy es la inferencia de la premisa 
Dado un E>0: 
(1) hay un 5 tal que, para cualquier 5, si [b]<B, entonces 
[Se +0) — Se) < E (existe tal 8, debido a la continuidad de S,(0); 
(2) Hay un N tal que [r.(x)| < E, para todo n > N (existe tal 
N, debido a ergencia de Y f,(20)) 
(5) un NN tal que Jra(x 4 Ó)]_< E, para to 
tal N', debido a la convergencia de D/.(x + b)) 
a la conclusión: 
Ge 4 0) —L001=15, 00 + b) 4 rob) — Sa) riko! 
SS) 001 + Ira Irala +0) 
<3e, para todo 4 <Ó 


lo m > N' (exis:e 


0 Mojgno [1840:1 
1% Dirichler [1829] 


12 Seidel [1847] 


SR rl +0) 0) — rl = (+0 


No, 9 yb <5 (0 x, 0 
El lema oculto es que 
cualquier € fijado. Esto es lo que se llegó a denominar el requisito 

de convergencia niforme 


te máximo, max¿N(£, q), deba existir para 


Existían probablemente tres impedimentos importantes para llegar 
a este descubrimiento. 

El primero de ellos era el uso vago que hacia Cauchy de cantidades 
«infinitamente pequeñas» 19. El segundo era que, aunque algunos matemáti 
cos hubiesen notado que en esta prueba está implicada la suposición 
de la existencia de un máximo de un conjunto infinito de N, podrían 
haberlo hecho perfectamente sin reparar en ello, Las prucbas de existencia 
en problemas de máximos aparecen por vez primera en la escuela 
de Weierstrass. Mas, el tercer y principal obstáculo era el dominio 
de la metodología cuclídea, este mal y buen espíritu de las matemáticas 
de comienzos del diecinueve. 

Pero, antes de discutir esto en general, veamos cómo resuelve Abel 
el problema planteado al teorema de Cauchy por los contraejemplos 
de Fourier. Mostraré que lo resuelve (o, mejor, lo «resuelve») mediante 
el método primitivo de «exclusión de excepciones» 11. 


3. Método de exclusión de excepciones de Abel 


Tan sólo en una nota plantea Abel el problema, que tengo por 
el problema básico fundamental de su célebre artículo sobre las series 
binomiales!5. Escribe: «Me parece que hay algunas excepciones al teore= 


13 Lo que le impidió a Cauchy hncer una clara evaluación crítica de su Vieja prueba 
€ incluso formular claramente su teorema en su [1855], págs. 454.9, 

14 Véase más arriha, págs. 4148, 

13 Abel [1826H, pig. 316. 


errores rrorrorar rro no nnrnnoos 


Irare Lako 

made Cauchy», y pone inmediatamcare el ejem serie 
enp—Isen2o 4 send 9.10 

Añade Abel que «como se sabe, hay muchos más ejemplos como éste, 

Su respuesta a esto: racjemplos consiste ea empezar a conjeturar 


Cuál es el dominio seguro del teorema de Cauchy 

He aquí su respuesta 3 esta pregunta: el dominio de validez de 
los teoremas del análisis en general y de los teoremas acerca de h 
continuidad de la 5n límite en particular está restringido a series 


de potencias. Todas las excepciones conocidas de este principio de 


continuidad básico eran series trigonométricas, por lo que propuso 
testringir el análisis al interior de las seguras fronteras de las series 
de potencias, dejando así fuera las queridas series trigonométricas de 
Fourier como si fuesen una jungla incontrolable, en las que las excepci 
nes son la norma y los éxitos, un milagro. 

En vaa carta a Hanstecn, fechada el 29 de marzo de 1826, caracteriza 
ba la «miserable inducción euleriana» como un método que conduce 
a generalizaciones falsas y sin fundamento, preguntándose la razón 
por la cual tales procedimientos han llevado de hecho a tan pacas 
calamidades. Su respuesta es 


A má modo de ver, la razón estriba en que en análisis se ocupa uno en gran medida 
de funciones que se puedan representar mediante series de potencias. Tan pronto como 
aparecen otras funciones (cosa que sólo ocurre rara vez), entonces [la inducción] no 
funciona ya y de esas conclusiones falzas surge tun infinito número de teotemas incorrectos, 
llevando uno a los demás. He investigado varios de ellos y he tenido la suerte de 
resolver el problema... 


Abel mo. menciona que exe ejemplo precisamente lo había ya utilizado Foutier 

1 Cana a Hansteen (118260)). El resto de la carta 0 deja de tener interés, reflejando 
el método de Abel de exclusión de excepciones: «Cuando se procede según un método 
general, no resulta demasiado dificil; pero he de proceder con gran circunspección, porque 
E proposiciones que he aceptado una vez sin prueba rigurosa (es decir, sin prusba 
Aaioguna) están tan enraizadas en mí, que corto continuamente el riesgo de utilizarlas 
Sin más examen». Así, Abe] comprobaba estas conjeturas generales una tras otra, tratando. 
de averiguar su dominio de validez 


Esta restricción catsiana autolmpocsta a a sele de porencis absolutamente Cara 
explica el particular interés de Abel por el tratamiento ríguroso del desarrollo de Tayor- 
Ci rcorema de Taylor, la base de todo el cálculo infinitesimal, no está mejor fundamentado. 
Sólo he hallado una que es la de Cauchy en su Renumé de lyono 
Zar Le call inficcimal, donde ha demostrado que tendremos 


AOS 


Pre 


pre que la seric sea convergente; pero se emplea en todos los casos sin prestar 
Mención». (Carta 4 Holmbos [1825] 


pretendo, surgió de adhesión al principio metafísico de Leib 


niz) en la siguiente forma restringida 


Los modernos historiadores racionalistas de las 


«emáticas, quienes 
consideran la historia de las matemáticas como la historia de un desarrollo 

:neo del conocimiento sobre la base de una metodología imaltera 
ponen que cualquiera que descubra un contracjemplo. global 


y proponga una nueva conjetura que no esté sujeta a refutación por 
medio del contraciemplo en cuestión, ha descubierto automáticamente 


el correspondiente lema oculto y el concepto generado por la prueba 
De este mod 


semejantes estudiosos de la historia atribuyen a Abel 
el descubrimiento de la convergencia uniforme. Así, en la autorizada 
Encychopédie der Mathematischen W'issenschaften, Bringshcim dice que Abel 
«demostró la existencia de la propiedad hoy denominada convergencia 
uniforme»!19. Hardy comparte la opinión de Pringsheim. En su artículo 
[1918] dice que «la idea de convergencia uniforme está inplicitamente 
presente en la prueba de Abel de su famoso teorema»%. Bourbaki 
es aún más explícitamente falso; según él, Cauchy 


no percibió al principio la distinción entre convergencia Simple y convergencia uniforme 
y se sintió capaz de demostrar que toda serie convergente de funciones continvas tiene 
como suma una función continua. El error fue casi inmediatamente puetto de manifiesto 
por Abel, quien demostró a la vez que toda serie completa [?] es continua en el interior 
de su intervalo de convergencia, por medio del razonamiento que se ha hecho clásico 
y que utiliza esencialmente, en este caso particular, la idea de convergencia uniforme. 
Lo único que restaba era destacar ésta última de un modo general, cosa que hicieron 
independientemente Stokes y Scidel en 1847-8 y el propio Cauchy en 18532 


Hay aquí tantos errores como ra 


Abel no descubrió el error de 
Cauchy al identificar los dos tipos de convergencia. Su prueba no 
explota el concepto de convergencia uniforme, como tampoco lo hacía 
Cauchy. Los resultados de Abel y Seidel no están en la relación de 


18 Abel [18266]. 1. pág. 
Francés original al Alemán. 
de módalo par. 

19 Primgsheim [1916], pág, 34 

20 Hardy [1918], pág. 14% 

21 Bourbak [1949], pág. 65 y [1960], pág. 228 


314, El texto está traducido del alemán. (Crelle tradujo el 
de los Edieres: Parece que Abel se olvidó del signo 


especial» y uge est s se distintos 
nes aceptables lo que ha de restringirse, sino más bier £n que 
convergen. De hecho, para Abel m hay más que un tipo de convergencia 
el más simples «Y secreto de su fingida certeza en 3u prueba, en € 
caso de las series «le potencias, reside en sus precavidas (y afortunadas 
definiciones-cero*2: como ahora sabemos, en el caso de las series de poten 
cías, la convergencia simple coincide con la uniforme*%, 

los historiadores, debería 


ncionar tan 
A la vez que critico 


e Cauchy se ha atribuido 
sólo que el primer contraejemplo del teorema de Cauchy se h 
gencralmente a Abel, Tan sólo Jourdain se div cuenta de que aparece 
en Fourier. Mas él, siguiendo el espíritu do, extrae 
de esc hecho la consecuencia de que Fourier, por quien Jourdain sentía 


una gran admiración, estuvo muy cerca de descubrir el conecpto de 
Ria dniformezt; Hasta el momento, todos Jos historbidores 
han fracasado a la hora de constatar que un contraejemplo puede tener 
que luchar por su reconocimiento y, una vez reconocido, puede que 
aún no lleve automáticamente 

generado por la prueba en cuestión. 


lema oculto, y de ahí, al concepto 


+ CL. más arriba, págs. 41-48 

Hubo dos mucmáticos que x dieron cuenta de que la prueba de Abel no en 
<prieamene impecable, Uno delo» e e propio, Al, quin se ete de nera 
¿UbsI, pág. 202). El otro fue Splow, el coetvor de la segunda edición de lm Ob 
Completas de Abel. Añadió una nota crblca al 1corema, En la que sala que eo k 
ruca se requiere una convergencia uniforme y no una simple cenvergencia, ml coma 
hace Abel. Sin embargo, no utiliza el término de aconvergenca unifommes, que pares 
ignorar (la segunda edición del Cos 4 Amboe aun no abla aparecido), sofriendos: 
en sa lugar a una más recente gencealzción de du Bos-Reymona, que lo único que 
¿demuestra es que nl siquiera dl habia vino con claridad la amunlesa del (alo de Y 
prucba. Rei en vu (1899) recharó la etica de Splow con el argumento ingenuo de 
que el teorema de Abel es válido. Reiff dice que mientras que Cauchy fue el fundado: 
de la acoria de la concengeacia, Abel (ue el Mudador de la rot de ls continuidad 
e a serios 

cRenmendo brevemene los logros de Cauchy y de Al, podem dect; Cae 
dlgrigue y Abel, la teoría de la continuidad de las series en Su Trevi ón Le Dima 
Serio (1899), págs. 1789. 

De al Las ISORA os pta ra cone porra econ. DS 
apoco, la validez del teorema de Abel se debe a ay vencugidisimas definiciones Coro 
y no a la prueba. El arculo de Ábel 2e publico más tarde en Osjsalds Kammber (No 
71) Leipaig, 1895. En las nora, s reproducen los comentarios de Splow sin comentario 
ra 

24 Jourdain [1912], 2, pág: 527 


4. Obstáculos en el camino hacia el descubrimiento del método 

prueba 
amos al prot 

ás importantes, desde 18: 


1 consiguieron dar con el 
acillo fallo de la prueba de Cauchy, par ar así tanto el anális 
de la prueba como el teorema 

La primera respuesta es que no conocían el método de prucbas 
y refutaciones. No sabían que, tras el descubrimiento de un contraejem 
Plo, tenian que examinar cuidadosamente su prueba tratando de hallar 
el lema culpable. Se ocupaban de los contracjemplos globales con 


ayuda 
del heuristicamente estéril método de 


«clusión de exerpciones 
De hecho, Scidel descubrió el concepto generado por la prueba 
dle convergencia uniforme, así como el método de prucbas y refutaciones, 
de un solo golpe. Era plenamente consciente de su descubrimiento 
metodológico? que enunció en su artículo con gran claridad 


Partiendo dela recién obrenida certeza de que el teorema no es universalante válido, 
y de ahí, de que su prueba debe descansar en alguna oculta suposición extra, se somero 
la prueba a un análisis más deullado, No resulta muy difícil descubrir la hipótesis ocula 
Se puede emonces infere hacia nía que exa condición expresada por la Aiporoh mo 
resulta satutecha por una seric que represeme funciones discontinuzs, pues sólo ad ye 
puede restaurar el acuerdo ente la secuencia, por otro lado correcta, de la prueba y 
lo que se ha establecido por otra parteto. 


¿Qué impidió descubrir esto a la generación anterior a Seidel? La 
tazón fundamental (que ya hemos mencionado) era el dominio de la 
metodología euclídea. 

La revolución del rigor de Cauchy estaba motivada por un intento 
consciente de aplicar la metodología cuclídea al cálculo??. El y sus 
seguidores pensaban que cra así como podrían introducir la luz necesaria 
para disipar la «tremenda oscuridad del análisis»?8. Cauchy procedía 
con el espíritu de las reglas de Pascal: se propuso primero defini 
los términos oscuros del análisis, como límite, convergencia, conti 
dad, cte,, en los términos perfectamente familiares de la aritmética 
y, luego, procedió a probar todo lo que no había sido probado anterior. 


da, Los racionalisas dudan que pueda haber descubrimientos metodológicos, Piensan 
¡ue el método es inalemble y eterno, Realmente, los descubridores merodológros reciben 
muy mal trato. Antes de que se acepte su método, óme secibe el tato $e una ao 
excéntrica; después, el de un lugar común trivial 

2% Sedel [1847], pág, 383, 

fe aPor lo que respecta a los métodos, he tratado de darles todo el rigor que se 
Exige en geometría, de manera que no haya que escurrir a razones sacados 
del álgebra.» (Cauchy [1821], Introducción] 

25 Abel [18260], pág, 263, 


de la generalidad 


a 


rrrrrnarnanamn 


parra 


mente o lo que no era tamente obvio. Ahora bien, en el marco 


Cuclideo, no hay. modo de ponerse a probar lo que es falso y, as 
hw tenía antes que mejorar el restante cuerpo de conjeturas matemá 
ticas, arrojando por da la basura falsa. A fin de mejorar la 
donicruras, aplicó el método consistente en buscar excepciones y cn 
es inguit el dominio de validez de las conjeturas originales, aproxima 


enunciadas, 4 un campo seguro; es dec 


Jamente . aplicó el método 
de exclusión de excepcione 


En la edición 1865 del Larons 


sutor (probablemente Catalan) 


caracterizó de un modo más bien sarcástico la búsqueda de contracjem 


plos de Cauchy. Escribía 


ha introducido en la ciencia doctrinas negativas. de hecho, lo que consigue 


a siempre el mpecio negativo de la verdad; eso es lo que se preocupt 


or poner en evidencia 4 hubiese descubierto alo de oro en la tiza, fabría anunciado 


mundo que la tiza no es ex:/asiumente formada por carbonato de cal 


Abel escribió a Holmboé constituye un 


Parte de una carta que 
elemento de juicio adicional en favor de este nuevo talante escrutador 
de la escuela de Cauchy: 


He comenzado a examinar las más importantes reglas que (cn el presente) sancionamas 
Mespecto y a mostrar en qué casos no resultan adecuadas. Eso 
y despierta en mi un interés infinito, 


va bastante bien 


Lo que los rigoristas consideraban basura sin esperanza, tal como les 
conjetutas acerca de las sumas de series divergentes, cra denidamenl 
Cniregado a las Nlamas3l, «Las series divergentes», escribía Abel, «san 
A demonio». Lo único que producen son «calamidades y parado- 
jas»32 

Pero, aunque trataban constantemente de mejorar sus conjetuns 
mediame exclusión de excepciones, la idea de mejorar probando nunca 
melee ocurrió. Las dos actividades de conjeturar y probar están rigida. 
mente scparadas en la tradición cuclídea. A los rigoristas les resultada 
Siena la idea de una prueba merecedora de tal nombre y que, no obstan- 
Ue aún no fuese concluyente. Los contracjemplos eran tenidos por mit 
las graves y desastrosas: mostraban que la conjetura estaba equivocada 
Y que había que comenzar de nuevo a probar, partiendo de cero 

Sentado algo comprensible a la vista del hecho de que en el 


7 amroducie útiles restricciones en las afirmaciones demasiado extensas». (Cauchy, 
ne) 

20 Abel [1825], pág. 258. 

5 No cube duda de que los contemporáneos consideraban que esta purga era «un 
poco bruta. (Cauchy. [1821]. Introducción) 

52 Abel [1825], pág. 257. 


siglo dieciocho recibía el nombre de prucba un zarrapastroso razona 
miento inductivo. Sin embargo, no había modo de mejorar esas «p 

je prue 
bas». Eran oportunamente desechadas como «pruebas no rigurosas, 
esto es, que no constituyen pruebas en absoluto» 34 La 
deductivos ocuparon su + consideruban infalibles. «Hago desapare 


cer toda incert 
ha d 
por Cauchy 


anunciaba Cauchy 35, Contra este transtondo 


evaluars 
Ademá 
rigurosa que «lic 


del 1corema robado 


esa refutación no era un caso aislado, La prueba 
Cauchy de la Fórmula de Euler fue seguida de igual 
manera, como hemos visto, por artículos expresando las conocidísimas 
«excepciones» 


Sólo había dos salidas: o revisar toda la filosofía infalibilista de 
las matemáticas subyacentes al método cuclídeo, o bien ocultar de 
algún modo el problema. Veamos primero qué hubiera entrañado la 
visión del enfoque infalibilista. Ciertamente, habría que abandonar 
la idea de que todas la matemáticas se pueden reducir a trivialidades 
adubitablemente verdaderas, de que hay enunciados sobre los que 
nuestra intuición no puede equivocarse. Habría que abandonar la idea 
de que nuestra intuición deductiva, inferencial, es infalible. Tan sólo 
el reconocimiento de estas dos cosas hubiera podido abrir el camino 
al libre desarrollo del método de pruebas y refutaciones y a su 
a la evaluación crítica de la argumenta 
de habérselas con los contracjemplos*. 


licación 
ión deductiva y al problema 


La crítica matemática quedaba excluida en tanto en cuanto los con: 


tracjemplos fuesen una mancha no sólo para el teorema, sino también 


para el matemático que lo invocaba; en tanto en cuanto sólo hubiese 
3 E «ormalismon del dieciocho era puro indactivismo, En el prefacio de su [18211 
Cauchy eechazo las nducciones que inn solo 300 nupropiadas para pretentar a. veces 
15 verdady 
Si Abr [18260], pág. 26). Para Cauchy y Abel, arigurosor significa deductivo, en 
a Cauchy (18211, Inrcducció 
Nota de lor Editores: Nos porece que este pasaje cntá cqui 


ocado y no nos cabe 
duda de que Lakatos, que tenía en la mayor 


Pideración la lógica formal deductiva 
do bata Sumbiado el 'msmo, La lógica de primer ocden ha llegado a una caracterización 
del validez de ena inferencia que hace csenchlmene infalible una inferencia válida 
or elipao a la caracenicación de los términos «lógicos» de un lenguaie). Asi pues 
o ademas la primera e lo salis mencionadas por Tskaos. Medion 
e nálo de la pruchas lo bastante bueno sc pueden relegar todas las dudas a los 
Samos (o antecedentes dl tcorema), sin dejar ninguna en la Jracha mima. El método 
de pructas Y tefutaciones no queda en absoluto tnvalidado (co 
Para que le po 


se sugiere en el texto) 

.e, puede que sea con este método con el 

as pruebas, de modo que se expliciten todas las suposiciones necesarias 
Sea válida 


unda salida: cierta 


Imc Lakaros 
pruebas 0 no-pruebos, pero no pruebas con puntos débiles. Fue el 
sta del método cuclídeo el que engendró 
, tradicionales en matemáticas, que impidiero 
n de las conjeturas y que hicieron imposib 


losófico infalibi 


publicación y 


el surgimiento de la crítica matemática, La critica literaria existe, porque 


podemos apreciar un poema sin considerarlo perfecto 


la crítica matemá 
tica O científica no puede existir m 


¡entras sólo apreciemos un resultado 
suministra una verdad perfecta, Una 


si prueba; y o prueba O no prueba. 
La idea, tan claramente expresada por Seidel, de ql 4 
ser respetable sin ser intachable 


matemático o científico cuando 
prueba es una prueba tan sd 


; de que una prueba puede 
resultaba revolucionaria en 1847 y 
desaforunadamente, aún parece revolucionaria hoy día 

No es una coincidencia que el descubrimi 


'0 del método de pruebas 
y refutaciones E de prucb: 


A ¡ese lugar en la década de 1840, cuando el hundimiento 
de la óptica newtoniana (debido al trabajo de Fresnel en las décadas 
de 1810 y 1820) y el descubrimiento de las geometrías no-cuclídeas 
(debido a Lobatchewsky, en 1829, y a Bolyai, en 1832) hicieron saltar 
en pedazos el orgullo infalibilise 


el c250) nada que no se pueda 
deferencia, protest 


defere que en mi opinión tendería mo sólo a dar 


va en conta del método de exclunión sino en realizar expediciones 


las dudas scan las de un alumno expectante y ho las de un 
la experiencia mos ha mostrado que la conclusión defi 


, preservando el pensamiento; ma 


Artes del descubrimiento y refutaciones, 
el problema planteado por la suces: 0" mple ercer 
a el teorema, aunque 


«rigurosamente probado», sólo se podía 

de exclusión de excepciones. La prneb 

a pic el problema de cuál es el dornini del torema 
del período). Visas excepciones son luego 


mutación del teorema. 


El dominio del método de exclusión de excepciones muestra cómo 


el método cuclideo puede, en determinadas situaciones problemáticas 
cruciales, tener efectos deletéreos sobre el desarrollo de las matemáticas. 
La mayoria de estas situaciones problemáticas se plantean en las teorías 
matemáticas en desarrollo, donde los conceptos que están apareciendo 
son los vehículos del progreso y donde los desarrollos más intere 
provienen de la exploración de las regiones fronterizas de los conceptos, 
de su extensión y de la diferenciación de conceptos anteriormente indife- 
renciados. La intuición carece de experiencia en estas teorías en desarro 
llo, por lo que se equivoca y tropieza. No hay teoría que no haya 
pasado por tal periodo de desarrollo. Además, dicho periodo resulta 
el más interesante desde el punto de vista histórico y debiera ser el 
más importante desde el punto de vista de la enseñanza. No se pueden 
comprender cabalmente esos períodos sin haber comprendido el método 
de prucbas y refutaciones y sin adoptar un enfoque falibilista, 

Es esa la razón por la cual Euclides ha sido el genio maligno 
particular de la historia y la enseñanza de las matemáticas, tanto a 
un nivel introductorio como a un nivel creativo, 


a las que munca se les permite aparecer ante uno? El efécto de una atención exclusiva 
hacia aquellas partes de las matemáticas que no ofrecen oportunidad de discutir puntos 
dudosos es el desagrado ame modos o» procedimientos absoluramente: necesarios. para 
la extensión del análisis, Si el cultivo de las partes superiores de las matemáticas se 
reservase a personas entrenadas paca ello, podría haber algún ausbo de razón en mantener 
fuera del alcance del estudiante ordinario, no sólo las partes de las ciencias abstractas 
aún no establecidas, siro también las partes puramente especulativas, reservándolas para 
aquellos cuya misión sería hacer claras las primeras y aplicables las últimas. Sin embargo, 
tal como están ls cosas, los pocos que en este país prestan atención a cualquier dificultad 
de las maremáticas por sí mismas, llegan 2 dedicarse a ello por accidente, sea el gasto 
o las circunstancias. Debería aumentarse el número de tales accidentes permitiendo que 
aquellos estudiantes, cuya capacidad les permita leerlas ramas superiores de las matemáticas 
aplicadas, unidad de ser conducidos al cultivo de esas partes del andllsis 
de las que no tanto el uso actual, cuanto el proceso futuro de las ciencias 
de la muterias. (de Morgan (1842), pág, vii) 

7 Según R. B. Besitiwaite, «Euclides, el buen genio de las imuiemácicas y de da 
ciencia inconsciente de sí misma, ha sido el genio maligno de la filosofia de la ciencia 
y, ciertamente, de la merafsica». (Braithwaite [1935], pág. 353.) Con todo, esta afirmación 
tiene su origen en una concepción logicista y estática de las n 


En este apén hun discutido los estadia 
pág. 150) de 


una búsqueda 


detona ema dé que la Ine del Uri de cual 

l «de funciones continuas es e) mue de la succsión de las 

¿Lo dos veces. (Véase Gauss 1181), Knopp 11928) y Bell (1945|) 
rió examivar curia pruebas a ver sien clas se había dada por supuesto. 
Elo sstre la integración de'tarie, cafrléndose a Motgno (Snes [1848], (Sto 

Este renga a la hora de descubrir quela demonración de que la eregración 
de series depende también de la suposición de la convergencia uniforme, puede 
Faborse debido al Lecho de que ata conjesura princiva fde tsfuada poe la eno 
vacjemplo concreto tn sólo en 1815 (Darboux 1875), época por la que el and 
sis de l prueba habia ya rastreado la convergencia vnforme en la prueba, sin 
qua HLaclllds habi sido puglmido por ua ciapejemplas La encara de e 
salmo lenercioblas se 
aceptadas de la conjetura primitiva refutado, ¿Podemos fescaar csas consecuen 
dl ette somea. Y poca del lema cos e ue [elena desea 
102 Ls integración término a término, por ejemplo, er la pledra angular de la 
prueba de Diricher dela conjetura de Fourier, Du Bois Reymond describe la si 
do una estocada en el corazón», sue dos teoremas clave ahan perdido ple» y ade 
sn golpe, la scoría general volvió al estado en que se encontraba ames de Ditich- 
letsánie incluso de Foutica. (Du PoleReymand [1E75), pág. 120) Un tera in 
teresane de cudio es ver cómo sereconquistó d sereno perdidos. 

En este proceso, se dgsemerró unn oleada de contraciemplos, aunque su estu 
slo (dl primo cunda del iuésodo) no comenzó basta lus Minos aber de siglo 
(Por ejemplo, la obra de Young sobre la casificación y distribución de puntos de 
convergencia no uniforme; Yong [19034)) 


APÉNDICE 2 
EL ENFOQUE DEDUCTIVISTA FRENTH 
AL ENFOQUE HEURISTICO 


El enfoque deductvista 


La metodología euclídea ha desarrollado un cierto estilo necesario 
de presentación. Me referiré a él como al «estilo deductivista». Este 
estilo comienza con la enunciación de una penosa lista de axiomas, 
lemas y/o definicioms. Los axiomas y definiciones parecen con frecuencia 
artificiales y mistificadoramente complicados. Nunca se nos dice cómo 
surgieron esas complicaciones, La lista de axiomas y definiciones va 
seguida por teoremas cuidadosamente expresados. Estos están cargados 
de pesadas condiciones; parece imposible que alguien los haya barrunta 
do alguna vez. El teorema va seguido por la praeba. 

De acuerdo con el ritual cuclídeo, el estudiante se ve obligado 
a asistir a esta conjura sin hacer preguntas ni sobre el transfondo 
ni sobre cómo se realiza el juego de manos. Si el estudiante descubre 
por azar que algunas de las definiciones inconvenientes están generadas 
por la prueba, si se pregunta sencillamente cómo es que esas definicione 
esos lemas y el teorema pueden preceder a la prueba, el autor del 
conjuro lo relegará al ostracismo por esta muestra de inmadurez mate- 
mática, 


3% Algunos libros de texto pretenden que mo esperan que el lector posca ningún 
«conocimiento previo, sino tan sólo cierta madurez matemática, Lo que eso significa frecuen 
ememte es que esperan que el lector esté dotado por naturaleza de la «habilidad» de 
aceptar los argumentos cuclídeos sin ningún interés antinatural en el transfondo problemáti 
<o y en la henrística que está tras el argumees 


leductivista, todas las proposiciones son verdad 
y todas las inferencias son válidas. Las matemáticas se presentan como. 
kn conjunto siempre creciente de verdades eternas e inmutables, en 
el que no pueden entrar le racjemplos, las refutaciones o la crítica 
El tema de estadio se recubre de un aire autoritario, al comenzar 
con una exclusión de monstruos disfrazada, con definiciones generada 
la prueba y con el teorema completamente desarrollado, así como 
al suprimir la conjetura original, las refutaciones y la crítica de la 
prueba. El estilo deductivista esconde la lucha y oculta la aventura 


Toda la historia se desvanece, las sucesivas formulaciones tentativas 


del teorema a lo largo del pro 


olvid ado final se exalta al estado de infalibilidad 


dimiento probatorio se condenan al 


>, mientras que el re 
sagrada 

Algunos de los defensores del estilo deductivista pretenden que 
la deducción es e/ patrón heurístico de las matemáticas y que la lógica 
del descubrimiento es la deducción. Otros constatan que tal cosa 


3 Aún no se ha comuatado suficientemente que la educación mate 


actual es un semillero de autoritarismo, siendo el peor enemigo del pensamiento crítico 
«independiente. Mientras que en matemiticas ese autoritarismo sigue el patrón dedactinista 
ue se acaba de describir, en la ciencia opera mediante el patrón indectivista 

En la ciencia, existe una larga tradición inducrivista. Un artículo ideal escrito en 
«se estilo comienza con una concienzuda descripción del aparato experimental, seguida 
de la descripción del experimento y su resultado. El artículo puede terminar con una 
generalización», La situación problemática, la conjetura que el experimento ha de contras 
Ue, permanece oculta. El autor alardca de una mente vacia y virgen. El artículo lo 
entenderán tan sólo aquellos pocos que conocen de hecho la situación problemática 
El catilo loductivista releja la pretensión segán la cual el científico comienza con la 
mente. vacia, cuando en realidad empieza con ella llena de ideas. Este juego sólo lo 
pueden jugar, y no siempre con éxito, un selecto gremio de expertos y sólo ellos pueden 
Teguirlo. Como su gemelo (que no contrapartida) deductivista, el estilo inductivist, presen 
diendo ser objetivo, alimenta de hecho un lenguaje gremial, atomiza la ciencia, aboga 
la crítica y hace que la ciencia sca autoritaria. En tal presentación, nunca pueden aparecer 
contraciemplos: se parte de observaciones (no de una teoría) y, como es obvio, a menos 
que se tenga una teoría previa, no se pueden observar comraejemplos, 


40 Estas personas pretenden que los matemáticos parten con la mente vacía, establecen 
axiomas y definiciones a su antojo en el curso de una actividad juguetona, libre y creativa 
y sólo en un estadio posterior deducen los teoremas de esos axiomas y definiciones 
3 los axiomas son verdaderos para alguna interpretación, los teoremas también lo serán 


La correa de transmisión de la verdad matemática no puede fallar, Tras nuestro ejemplo. 
del procedimiento de prueba, eso <> algo que ac puede eliminar como argumento eo 
defensa del estilo deductivista en general, si no aceptamos restringir las matemáticas 
a sistemas formales. 

Ahor bien, mientras que Popper mostró que quienes pretenden que la inducción 
es la lógica del descubrimiento científico estin en un error, estos ensayos pretenden 
mostrar que quienes pretenden que la deducción es la lógica del descubrimiento matemático 
están también en un error. Mientras que Popper ha criticado el estilo inductivista, estos 
ensayos intentan criticar el estilo deductivista. 


matemático es una cuestión compl me arracional. Así, pretenderán 
que, aunque el descubrimiento mat no proceda deductivamente, 
cos se realice racionalmente, habrá de proceder al estilo deductivista % 


hoy en día, disponen 


rgumentos en favo 


deductivista. Uno de ellos se basa eo la idea de que la 
es racional y deductivista. El segundo argumento se basa 
de que la heurística no es deductivista, aunque tampoco 

racional 
Hay también un tercer argumento. Algunos matemáticos profesiona 


les a los que no les gustan los lógicos, OS Seres extravagan 


roduce 


tes que interfieren en su trabajo dicen frec 


e que la in 


los haría tan largos que nunca se podrían leer hasta el final, También 
los articulos se alargarían mucho? La respuesta a este argumento 
pedestre es: intentémoslo. 


del estilo heurístico exigiría escribir de nuevo los libros 


41 Esta doctrina forma pare esencial de la mayoría de las diversas filosofías de las 
matemáticas. Cuando hablan del descubrimiento, los formalistas distinguen el contexto 
del desabramiento y €l contexto de putijnación. HE comexso de descubrimiemo se deja al 
“análisis psicológico, mienteas que la lógica se ocupa del contexto de justificación», (Reichen- 
bach (1947), pig. 2) Un punto de vista similar puede encontrarse en R, B, Brathwaite 
[1935], pág. 27€ incluso en Popper [1950]. págs 312, así como en su [1935], Cuando 
(en 1934, de hecho) Popper dividía los aspectos del descubrimiento en psicología y 
lógica, de tal modo que no quedase lugar para la heurística como campo de investigación 
independiente, s obvio que aún no se había dado cuenta de que su «lógica del descubrimien, 
ton era algo más que el mero patrón estrictamente lágico del progreso de la ciencia. Esta 
es la fuente del carácter paradójico del título de su libro, cuya tesis parece tener dos 
Gras: (a) no hay una lógica del descubrimiento ciemfico, tanto Bacon como Descartes 
Estaban equivocados, y (9) la logica del descubrimiento científico es la lógica de conjeturas 
Y tefutaciones. La solución de esta paradoja está a la mano: (a) no hay lógica infalvlita 
del descubrimiento científico que conduzca infaliblemente a resultados, y (1) existe una 
Lógica fait vifico, Mas Pepper, 
que ha echado las bmscs de ata lógica del descubrimiento, no estiba intercsado en la 
meta-pregunta de cuál era la naturaleza de esta investigación, por lo que mo se dió 
cuenta de que no es ai la psicología ni la lógica, sino una disciplina independiente, 
A 18 


lis del descubrimiento que er la lógica del progreso ci 


a del descubrimiento, la heurística 


Si bien lay que admitir que serían también muchos menos, puesto que la enunciación 
de la situación problemática mostraría de un modo demasiado obvio la inanidad de 
bastantes de el 


LONE 


2. El enfoque heurístico. Conceptos generados por la prueba 
ión contendrá algunos análisis heurísticos breves de algunos 
eptos matemáticamente importantes generados por la prucba. Esp 
que estos análisis muestran la ventaja de introducir clementos 
»s en el estilo matemático, 


no ya se ha mencionado, el estilo deductivista desgaja las def 


'encradas por la prueba de sus «prucbas-antepasadas» y las prese 


Jamente de un modo artificial y autoritario. Oculta los contracjem 


lobales que han llevado a su descubrimiento. Por el contrario, 

estilo heurístico pone en el candelero esos factores y hace hincapié 
en la situación problemática: hace hincapié en la «lógica» que ha dado 
4 luz al nuevo Concepto. 

Veamos en primer lugar cómo se puede introducir en estilo heurístico 
el concepto generado por la prueba de convergencia uniforme que 
hemos discutido más arriba (apéndice 1). Tanto en éste como en otros 
ejemplos, suponemos ciertamente que se está familiarizado en cierta 
medida con los términos técnicos del método de pruebas y refutaciones. 
Pero ello no resulta más exigente que el requisito usual de familiaridad 
con los términos técnicos del programa euclídeo, como axiomas, tér- 
minos primitivos, etc. 


(4) Comergencia uniforme 


Tesis. La versión específica del principio Ieibniziano de continuidad, 
que enuncia que la función límite de una sucesión convergente 
de funciones continuas es continua. (Conjetura primitiva) 

intitesis. La definición de continuidad de Cauchy eleva la tesis a un 
nivel superior. Su decisión definitoria legaliza los contraejemplos de 
Fourier. Esta definición excluye al mismo tiempo el posible.compro- 
miso cosistente en restaurar la continuidad mediante líncas perpendi- 
culares y así da lugar, junto con algunas series trigonométricas, 
al polo negativo de la antítesis. El «polo positivo» se fortalece 
con la prueba de Cauchy que será la prueba-amtecesora de la conver- 
gencia uniforme. El «polo negativo» se fortalece con más y más 
contraejemplos globales de la primitiva conjetura. 

Sintesis, El lema culpable, respecto al cual los contraejemplos globales 
son también /ocales, queda identificado: la prueba se mejora, así 
como la conjetura. Los constituyentes característicos de la síntesis 
emergen; el teorema y con él el concepto generado por la prueba de 
convergencia uniforme'%, 


3 Por alguna razón, en ciertos libros de texto se señale la convergencia uniforme 
como tema de tratamiento excepcional (cuasi heurístico). Asi, por ejemplo, W. Rudin, 
En su [1955], introduce primero una sección: «Discusión del Problema Principal» (pág. 


Creo que o que aquí utiliz 
en general los diversos des: matemáticos ; 
de sus atractivos posee sus peligros.) El concepto hegeliano d 
matemática es unanctividad humana. Ciertos aspectos de dicha actividad, 
« de cualquier actividad humana, se pueden estudiar con la 
sia, y owos con la historia, La heurística no se interesa primaria 
mente por esos aspectos; pero la actividad matemática produce matemáti 
de la actividad humans que la ha estado produciendo. Se convierte 
en un organismo vivieme y en desarrollo que adquiere una cierta antonomría 
respecto a la actividad que la ha producido; desarrolla sus propias 
genuinamente creativo no es más que una personificación, una encarna 
ción de esas leyes que sólo se pueden realizar en la acción humana. 
Su encarnación, con todo, rara vez es perfecta. Tal como aparece 
la historia, la actividad de los matemáticos humanos no es más que 
una chapucera realización de la maravillosa dialéctica de las ideas matemá 
ticas. Pero, cualquier matemático que tenga talento, chispa y genio, 


115), en la que expone la conjetura primitiva y pu refutación, y sólo después introduce 
A de cameron unilorme, Esta presemación tiene dos punts débiles: (a) 
Badia mo prosa a0lo la primitiva conjetura y su refutación, sino que pregunta más 
a canjear verdadera O fala, mostrando su asciad Con ejemplos 
e ocios. Paro. al haces es, no supera el <xlo infalibilta; en su «simadción 
Problemáticas no hay conjetura, sino más bien una pregunta tajte y sofisicada, seguida 
a jumplo (no an CUANTACIOMPIO) que >uminitr la respuesta sin el menor nabo: 
Maa do acuesta que dl GONCEpCO de Convergencia uniforme surja de la prueba, 
Lido que más bien, según su presenaación, la definxión precede a la prueba. No podría 
do exa elo deducivita, ya que, si hubicie dado primero la prueba 
nal Y do después la refutación seguida de la prucbs mejonda y de la definición 
osa poe la preeba, habria mostrado el movimiento de las matemática, «eternamente 
ens rl de los matematicas infalibles», coa inconsistente con la tradición 
Eulaca, (Lal vez deberia añadir que cto el libro de Hudin porque es uno de lox mejores 
los de sono de esta tradición) En el prefacio, por eiemplo, dice Rudin: «Parece 
poa especialmente para el principame, ver explictamente que las hipótesis de 
e orema Sn rcameme nccesards para asegure la validos de las conclusiones. A 
Sem, se le icuido e l exo un buen nimeto de comnciemplow. Degrcidumente 
Se de comracjemplos inventados, ya que de hecho son ejemplos de lo listos que 
a incite en el corema todas ls hipónest. Mas no dice de dónde 
Menear dan poneis; no dice que vienen de las ideas de prucba y que el teorema 
iO Estena del emaccmático ai modo <o que Palas Atenea salió tonalmente 
onadarde la cabeza de Zeus, Est uso de la palabra «contraciemplo» no debiera engañarnos, 
Macendonos esperas vn exit Tallblsa, Node de ls Editores: Todas las consideraciones 
as seta de la obra de Rudin se bxsan en la primera edición del libro, D 
aos los pasajes que cla Lakasos se hallan en la segunda edición, aparecida eo 1964 


está en comunión con, siente la absorción de y lece esta dialéctica 
le ideas 4 
Ahora bien, la h ocupa de la dialéctica aut 
pa de la dialéctica autónoma de 
las matemáticas y nu de su historia, si bien sólo puede estudiar su 
objeto mediante el estudio de la historia y mediante la reconstrucción 


racional de la mm 


b) 


ión acotado 


¡ce generalmente el concepto de variación 
acotada en los libros dl ! 


10 de análisis constituye un bello ejemplo 
mitad del capítulo dedicado a la integral de Riemann-Sticlejes, 
troduce repentinamente la definición de funciones de variación acotada. 


del estilo deductiv 


ba 


620. Definición. Defíoase f sobre [a, b]. Ponemos 


(7) YO 


= sup $ fe), 


donde sup se toma sobre todas las particiones de [a, b], y denominamos a 
V() la variación total de fsobre [a,b] Ñ 


¿Por qué habríamos de interesarnos precisamente por este conjunto 
de funciones? La respuesta deductivista es: «espera y verás». Así, que 


4 Esta idea hegeliana de la autonomía de la actividad humana alienada puede darnos 


lala Sontrk Mi coseptita de anculllo coo pinouiaciós Lopaciasa 
e y pe pepeio e 
dadas Darse Ma dl cau Es cae, sida E aio 
dee psc e em Naval Matas sp pude api e on 


"Nota de lr Editores: Estamos seguros de que Lakasos habria modificado este pasaje 
en algunos aspectos, pues la garra de su tansfondo hegellno se fue haciendo más 
y más a meda que pera sj. Con do, mamovo, a rencia en 
a importancia central de reconoter la amtonomá parchl de los productos de la empresa 
imuclecuul humana. En este mundo del contenido objeivo de las proposiciones (Popper 
4 en llamarlo el «terre mundo»; vése 5u (1972), los problemas existen (causados 
por ejemplo. por las inconsinencias lógicas entre proposiciones) independiememente de 
Que los conozcamos; por tano, podemos dembri- (ás bien que inventar) problemas 
Srrcletuaes, Pero, Lakatos Negó a creer que esos problemas no «exigían» usa xoloción 
lic su propi olución por Som, pira lución e preci del ingano 
umano (que puede tenez éxho o no tenerlo), Eme punto de via ed presagiado en 
la clica a Marx de la ota amenos A ns 
Rodin (1953). pág». 99.100 


esperemos, sigamos la exposición e intentemos ver. La definición 
eguida de ejemplos ingeniados para dar al lector alguna idea aces 

del dominio del concepto (es esto y algunas cosas semejantes lo qu 
hacen que el libro de Rudin exteaordinariamente bueno dentr 
de la tradición deductivista). Sigue después una serie de teoremas (6.22, 


6.24, 6.25). Luego, de pronto, viene la siguiente proposición 


fer 
(ARA) es la clase de las funciones de Riemann-Stieltjes integrables res 


pecto a 2) 


Podríamos interesarnos más en esta proposición si comprendiésemos 
realmente por qué son tan importantes las funciones integrables de 
Ricmann-Stieltjes. Rudin ni siquiera menciona el concepto intuitivamen 
te más obvio de integrabilidad; a saber, la integrabilidad de Cauchy, 
cuya crítica condujo a la integrabilidad de Riemann. Así, llegamos 
ahora a un teorema en el que aparecen dos conceptos místicos, variación 
acotada e integrabilidad de Riemann. Mas dos misterios no contribuyen 
a la comprensión. ¿O, tal vez es así para quienes poscen la «capacidad 
e inclinación a seguir una cadena abstracta de pensamiento»?47 

Una presentación heurística hubiese mostrado que ambos conceptos, 
la integrabilidad de Riemann-Stieltjes y la variación acotada, son concep- 
tos generados por la prueba que se originan en una y la misma prueba 
la demostración de Dirichler de la conjetura de Fourier. Esta prueba 
suministra el transfondo problemático de ambos conceptos, 

Ahora bicn, la primitiva conjetura de Fourier19 no contiene ningún 
término místico. Este «antecesor conjerural» de variación acotada dice 
que cualquier función arbitraria resulta desarrollable en series de Fou- 
ierst, lo que constituye una conjetura simple y de lo más interesante, 
La conjetura fue probada por Dirichlet31. Este examinó cuidadosamente 


+4 1bid., pág. 106 
61 Rudin [1953], Prefacio 
ws La prueba y el teorema que la res le hecho en el libro de 
Rodin. subique se ocultan en el ejercicio 17 del capítulo 8 (pág. 164), estando totalmente 
desconectados de los dos conceptos anteriores que se introducen de un modo autoritario, 
<9 Fourier [1808], pág. 112. 
30 «Desarrollable en series de Fouriern quiere decir adesarcollable en una serie trigono- 
«métrica con los coeficientes de Fourien 
[1829] y [1837]. Hay muchos aspectos interesantes del transfondo de 
podemos entrar; por ejemplo, el problema 
s prucbas subsiguientes 


esta prueba en los que desgraciadamente no 
del valor de la nprucba» original de Fourier, la comparación de las 
de Dirichler y la aplastante critica que hace Dirichlet de la anterior prueba de Cauchy 
[1826] 


sa y mejoró la conjetura de Fourier incorporándole 
condiciones. Esas condiciones son las famosas condiciones de 
1. El teorema resultante es el siguiente: Son desarrollables en 


as las funciones (1) cuyo valor en un punto de 


“odas estas condiciones se desprenden de la prueba. El análisis 
le la prucba de Dirichler estaba equivocado tan sólo por lo que réspecta 
1 la tercera condición: de hecho la prueba descansa tan sólo sobre 
la variación acotada de la función. Se criticó el análisis de la prueba 
de Dirichlet y su error lo corrigió C. Jordan en 1881, quien se convirtió 
en el descubridor del concepto de variación acotada. Sin embargo, 
no fue él quien inventó el concepto, no fue él quien lo «introdujo»*, 
sino que más bien lo descabríó en la prueba de Dirichlet en el transcurso 
de un reexamen críticoó4 

Otra debilidad de la prueba de Dirichlet venía dada por su uso 
de la definición de Cauchy de la integral, que es una herramienta 
útil sólo para funciones continuas. Según la definición de Cauchy 
las funciones discontinuas no son en absoluto integrables e ¿pio facto 
no son desarrollables en series de Fourier. Dirichler evitó esta dificultad 
considerando la integral de una función discontinua como la suma 
de las integrales en esos intervalos en los que la función era continua 
Eso se puede hacer fácilmente si el múmero de discontinuidades es 
finito, aunque lleva a dificultades si es infinito. Esa es la razón por 


3% Deberíamos mencionar aquí que la prueba de Dirichler no se vió precedida o 

estimulada por cortracjemplos de la conjetura original de Fourer (vémse la nota 9 del 

validez de esta prueba era el comjumo vacio). Loc 

sólo fueron sugeridos por los lemas de la prucba de Dirichler, 

especialmente por el primero. Aparte de esto, el primer contracjemplo de la conjerura 

¿de Fourier no lo presentó hasta 1876 du Bois-Reymond, quien halló una función continua 
¿que no cra desarrollable en seres de Fourier. (Du Bows-Reymond [1876] 


= la que se recurre muy a menudo en la himora serra al estilo deductivista! 

> Vease Jordan [1881] y Jordan (1893). pág. 241. El propio Jordan subraya que 
al no modiñca la pruebe de Dirihls, sino'tan sólo Su tareme, (o. la demanración 
de Dirichlt resul aí aplicable o modificación a toda función donde la exclación 
se limita.) Con todo, Zypmued mil equivocado cuando dies que el reseca ds Jordas 
< amás general ado en aparienca» que el de Dirichle (¿ygmund [1935] pág. 28) 
Eso es cierto aplicado a la prueba de Jordan, aunque no a su teorema. Pero, 4 mismo 
tiempo, es confunden dect que Jordan sesiendió el coma de Dice l domini 
más general de las funciones de verlación acosada. (V. £, SroKedalveNagy (1994) pág 
ZE! Tura Cosa toun ura sis Fla comitalón del anda del pez 
<a 3u Intración Hutórica y 9 [1930]. No se da cuenta de que la prueba de Dirichi 
<3 d amepasido del concrpo gencrado por la precia de verisción scada 


Apéndice 2. El enfoque de 


la que Riemann criticó el concepto de al de Cauchy e invente 

Asi, las dos misteriosas definiciones de variación acotada y de integral 
de Riemann quedan entzambert, privadas de su magia autoritaria, Su 
origen se puede rastrcar hasta una situación problemática clara y hasta 
la crítica de los intentos previos de solucionar esos problemas. La 
primera es una definición generada por la prucba, formulada tentativa: 
mente por Dirichler y finalmente descubierta por C. Jordan, crítico 
del análisis de la prucba de Dirichlet, La segunda definición procede 
de la crítica de una definición anterior de la integral que resultó ser 
inaplicable a problemas más complicados. 

En este segundo ejemplo de exposición heurística, hemos seguido 
el patrón popperiano de la lógica de conjeturas y refutaciones. Este 
patrón sigue la historia más de cerca que el hegeliano, que desestima 
el «ensayo y error» como una apreciación humana burdamente miope 
del desarrollo necesario de las idcas objetivas. Pero, aun en una heurística 
racional de corte popperiano, hay que distinguir entre los problemas 
que se propone uno resolver y los problemas que de hecho se resuelven; 
hay que distinguir los errores «accidentales», por un lado, que desapare- 
cen simplemente y cuya crítica no desempeña ninguna función en el 
ulterior desarrollo, de los errores «esenciales» que, en cierto sentido, 
se conservarán tras la refutación y en cuya crítica se basa el desarrollo 
ulterior. En la presentación heurística, los errores accidentales se pueden 
omitir sin pérdidas, puesto que ocuparse de ellos es una tarca que 
sólo compete a la historia 

Tan sólo hemos esbozado los cuatro primeros estadios del procedi- 
miento de prucba que ha llevado al concepto de variación acotada. 
Aquí tan sólo apuntamos el resto de este intrigante acontecimiento. 
El quinto estadio55, la cacería en otras pruebas del concepto generado 
por la prueba recientemente hallado, llevó inmediatamente al descubri- 
miento de variación, acotada en la prucba de la conjetura primitiva 
de que «todas las curvas son rectificables»S*, El séptimo estadio nos 
lleva a la integral de Lebesgue y a la moderna teoría de la medida 


Nota histórica. A la historia contada en el texto se pueden añadir algunos 
detalles heurísticamente interesantes. Dirichlet estaba convencido de que los con- 
traejemplos locales de sus lemas segundo y tercero »o eran g/obales; estaba conven 
cido, por ejemplo, de que todas las funciones continuas, independientemente del 


53 Para la lists de los estadios normales del método de pruebas y refutaciones, cf 
las págs, 149-150 

3% Una vez más, du Bois-Reymond fue un precursor de este descubrimiento (1879). 
[1885]): y una ver más también, fue el admirablemente agudo C. Jordin su descubridor 
(Jordan [1887]. págs. 594:8 y [1893], págs. 100-9) 


OA neon elas de acaus (D le poetas de 
Be talenercción El dexculsinicno de a variación ccusda de Jota pares 
de ee 10 0 en 1], con todos eg pensnodo ca 1883 que Relación 
ras (Diner 1853). 18 quid de css solución £s el siguio. LA condición 
des one piacla, Ye eo as melo atado de (OSTeuti su as ce Eda 
Afiemaba sl que, de hecho, va prueba se aplica sólo ll coojuro de iscontia 
ala ¡moy preccugido! poc el iprabieza. dd análela de. qu pentts y. le 
Cavencido de que se aplicaba 4 más lanciones que aquclka que sai 
eneldo queen su [1637] so entacie en socio el asccera. Sleogís cin 
Aia Cactéda le miso dl Bl sebo dl pollo Sd e 
Vosersenss (0%. Ostvalés Klisitr der Exalen Wimeadafe, 186, 191. pág 
ES 

AN Me coc de 1 deci ando 11000), Arias bs 
toaeis cra dE faconss se cores en iure: Alca, un aci 
cla sáfaido llevi”tlemper ul deste de acti pues. Alco que 
E ARIES pes Ne Dita (albo eu paco pos caia 
consinaye el pacto de parida de anda aberacio moderno y encuen esper 
do. putro de visa recientemente tan ena de Jotrdata seca de Pose 
Eme ho canta ieiedo en los arguinenos erccáicos que (uesa mé al 
de san apllación innedin, El pestamueno de Ditchl cal málesc dise. 
Piesenda vagamomo que e anti de su prueba oquera de nuvo mateo 
concepua!. La cima fre de mu [1029] consiayo ena vendados prota 


Pero, la tarea a realizar con toda la claridad descable exige algunos detalles íntimamente 
ligados a los principios fundamentales del cálculo infinitesimal, que serán presentados 


Sin embargo, nunca publicó la nota prometida, Fue Riemann quien, al criticar 
el concepto de imeegral de Cauchy, clarificó estos «detalles íntimamente ligados 
a los principios fundamentales del cálculo infinitesimal» y quien, al articular 
los vagos presentimientos de Dirichlet y al introducir una técnica revolucionaria, 
introdujo el análisis matemático y, ciertamente, la racionalidad en el dominio 


sia era la actitud e su 

Algunos historiadores infalit vatemáticas wuilizan aquí una técnica 
htscórica, consistente en conden: serollo, lleno de lucha y crítica, 
en una única acción de in arribuyendo a Dirichler la madurez 
as posteriores. Los historiado históricos atribuyen nuestro co 
derno de función real 4 Dirichler y, consiguientemente, li 
can el nombre de concepto de función de Dirichlet. E. T. Bell afirma en su 
[1945], pág. 293, que «la definición de P. G. L. Dirichiet de una función (de 
valor numérico) de variable (real, de valor numérico) como na tabla, correspon: 
dencia o correlación entre dos conjuntos de números apuntaba a una teoría 
de equivalencia de conjuntos de puntos». Bell da como referencia: «Diric 
Werke, 1, pág. 1351. Pero, no aparece allí nada de ese estilo. Dice Bourbaki 
«Se sabe que, en esta ocasión, Dirichlet, al precisar las ideas de Fourier, definió 
la noción general de función tal como la entendemos hoy día», (Bourbaki 
[1960], pág. 247.) «Se sabe», dice Bourbiki, pero: no da ninguna refere 

En los libros de texto más clásicos (por ejemplo, Pierpoint [1905], pág. 120) 
hallamos la consideración de que este concepto de función real use debe a 
Dirichlew». Ahora bien, no aparece en absoluto tal defiñición en las Obras 
de Dirichlet. Sin embargo, existen amplios elementos de juicio en el sentido 
de que no tenía la menor idea de este concepto. En 5u articulo de (1837), 
por ejemplo, cuando discute las funciones continuas «1 trozos», dice que en 
los puntos de discontinuidad la función tiene dos valores 


La curva, cuyas coordenadas x e y se denotan por medio de $ y $ ($) respectivamente, 
consta de varas partes. En los puntos sobre el eje de las x, correspondientes a cienos 
valores particulares de P, las ducealvas porciones de la curra esdp desconéciadas: 4 
cada una de tales coordenadas x le corresponde de hecho 2 coordenadas ) una de las 
cuales pertenece a la porción que termina en c3e punto y la otra a la porción que 
all comenza. En lo que sue sei necetario dutioguie cstos dos valosss de $ ($) 
¿que denotaremos mediameg(D-0) y9(B4 0) 


Estas citas muestran más allá de toda duda razonable cuán lejos estaba Dirichler 
de la «concepción de función de Dirichlet» 

Quienes asocian a Dirichlet con la «definición de Dirichlet» están pensando 
normalmente en la función de Dirichlet que aparece en la última página de 
su artículo de [1829]: una función que es O donde x es racional y 1 donde 
x es irracional. De muevo, el problema es que Dirichlet seguía sosteniendo 
que todas las funciones genuinas son de hecho desarrollables en series de 
Fourier (construyó esta «función» explícitamente como un monstruo). Según 
Dirichler, su «función» no constituye un ejemplo de una fanción real «ordinaria», 
sino de una Función que en realidad no merece tal nombre. 

Es curioso que quienes se las han arreglado para encontrar la definición 
de Dirichler de función a pesar de su ausencia, no hayan tenido en cuenta 


los títulos de sus dos artículos, que se refieren al desarrollo de cualesquiera 
funciones «completamente arbitrarias» (garg wil/kurliche) en series de Fourier, 
Mas eso significa que, según Dirichler, la función de Dirichlet está fuera de 
esa familia de «funciones completamente arbitrarias» y que la considera como. 


$ «dinarian tenía que tener un 
De hecho, 


<urecho que Dirichiet tenía de fu su crítica al concep! 


integral de Cauchy 


con sus correce hos debidas a Dirichle 
Riemann mostró que si ampliamos el concepto de iegral, entonces una función 
mostruosa que sea discontinua para todo número racional del tipo p/2a, dond 

<s un aumero impar, primo respecto a a, es integrable aunque sea discontinua 


<n un conjunto denso en todo punto. Por consiguiente, esta función tan próxima 


le Dirichlet es ordinaria. (Nada había de «arbitcario» en la 


al monstruo xensión 
le Riemann del concepto de integral; su paso revolucionario fue preguntarse 
qué tipo de funciones son desarrollables en series de Fourier, Su objetivo 
era extender tanto el concepto de imegral, que todas las funciones que son 
umas de series trigonométricas fuesen integrables y, por ello, desarrollables 
en series de Fourier. Se trata de un bellísimo ejemplo de instrumentalismo 


concept: 

Tal vez debiéramos identificar aqui al origimidor del cuento relativo al 
establecimiento por parte de Dirichlet de «la definición de función de Dirichlew». 
Fue H. Hankel quien, al analizar el desarrollo del conicepto de función (11882), 
págs. 63-112), explicó cómo los resultados de Fourier destruyeron el viejo 
concepto de función; a continuación, prosigue 


e imac basándose en que ul condición carece de: significado; Y. segundo, a la 
Vi que se sóraba cc nado, Suminisae la sigulete explicación. Una función se denomia 
a cda jas de le vario ta Un cra fnerealo la cocrepcnde un vale 
Jctnido de Ja y 0 sl margen de que y dependa de x según la mama ley en todo 
Sl imervalo y de que es dependencia e púcda expresar mediante operaciones matemáticas 
Adcriine a Dirihler cu deñación puramente nominal, porque ex 2 la base de su 
lalo sobre sei de Foie que ha demostrado el carcierimostenible de ese concepto 


(6) La definición de Caratbiodory de conjunto medible 


El paso del enfoque deductivista al heurístico resultará sin duda 
difícil; pero algunos maestros de matemática moderna ya se dan cuenta 
de su necesidad. Pongamos un ejemplo. En los libros de texto modernos 
sobre la teoría de la medida o la teoría de la probabilidad nos enfrentamos 
frecuentemente-con la definición de Carathéodory de conjunto medible 


Sea y * una medida exterior sobre un anillo O hereditario H. Un conjunto 
E en H es ja* medible si, para todo conjunto «1 de H,, 


PLA) = A OE) ÍA ME) 
Tal como está, la definición tiene que resultar sorprendente. Por 


supuesto, siempre está la salida fácil: las matemáticas definen sus concep- 
tos como les da la gana. Pero, los maestros serios mu utilizan este 


57 Halmos [1950], pág. 44. 


refugio fácil. Tampoco pueden decir que ésta es precisamente la defini 
ción verdadera y correcta de mensurabilidad y atuición matemática 
madura lo vería asi. De hecho, normalmente, apuntan más bien vagamen 


de la def La 


s en las conclusiones que luego se sacarán 


ición: «Las definiciones son dogmas 
ellas pueden proporcios 
tenemos que aceptar las defi 


pasa. Aunque tiene un toque de autoritarismo, al menos es una señal 


de que se ha percibido el problema. Se tr 


de una disco 


sex autoritaria. Permitasenos citar la disculpa de Halmos por la definición 
de Caraihéodory: «Es un tanto difícil alcanzar una comprensión intuitiva 
del significado de y *-mensurabilidad, si no es a través de la familiaridad 
con sus implicaciones que nos proponemos desa 
Y continúa 


vollar más abajo»'%. 


Con todo, el siguiente comentario podrá resultar útil. Una medida exterior 
no es necesariamente una función de conjunto enun 


xrable o ni siquiera finitamen 
te aditiva. En un intento de satisfacer el razonable requisito de aditividad, 
selecciommos aquellos conjuntos que dividen aditivamente cualquier otro conjun 
to: la definición de J*-mensurabilidad es la formulación precisa de esta descrip 
ción más bien laxa. La mayor justificación de este concepto aparentemente 
complicado es, con todo, su éxito tal vez sorprendente, pero absolutamente 
completo como instrumento para probar el Importante y útil teorema de extensión 
de 4 130, 


Ahora bien, la primera parte «intuitiva» de esta justificación es 
un poco confundente, puesto q; 


como se nos dice en la segunda 
parte, éste es un concepto generado por la prueba del teorema de 
Carathéodory sobre la extensión de medidas (que Halmos sólo introduce 
en el capitulo siguiente). Así, que sea intuitivo o no es algo que 
carece totalmente de interés. Su razón de ser no está en su carácter 
intuitivo, sino en su prueba antecesora. Nunca se debería desgajar 
una definición generada por la prueba de su prueba antecesora, presen- 
tándola secciones e incluso capítulos antes de la prueba respecto a 
la que es heuristicamente secundaria 

in su [1955], M. Loeve presenta muy adecuadamente la definición 
en su sección sobre la extensión de medidas, como una noción precisa 
para el teorema de extensión: «Precisaremos varias nociones que aquí 
recogemos» 61, ¿Pero, cómo vamos a saber cuáles de estos complicadí 
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ción problemática, 167; problema a de 
mostrar, 23%, 58, 82; la investigación 
cientifica empicía y termina con proble. 
mas, 126. 

Procedimiento de decisión, 19, 128n 

Profundidad de una prueba, 77-9, 118, 142, 

Prueba y refutaciones: rebaurito de «el mé 
todo de pruebas y refutaciones», 76; uni. 
dad dialéctica de, 54; reglas heurísticas 
de, 67, 76:8; el método de, 65-75, 67e 
íare pruebas y refuuaciones, 

Pruebas, 23.6e; normas cambiantes de las, 
133-44; crítica de las, 26-30, 15557; 
transparentes, 70; más profandas, 76, 
83-5; pruebas diferentes suministran dis 

os teoremas, 83.5; dominio, de, 82e; 
cuclídeas, 1280; finales, 81-4, 117; forma 
les, 16, 147-48; más rigurosas y de más 
alcance, 84; perfectas feente a imperfectas, 
162; y análisis de la prucba, 101m; antece 
sores de las pruebas, 178; probar después 
de mejorar, 128; reglas de, 76"; como 
estadio del método de pruebas y refuta- 
ciones, 149.50; como contrattación, 47a, 
93-7; que no prueban, 47, 58; para mejo: 
var, 29, 48, 54, 59; extensiones triviales 
delas, 117; válidas, 121s*; sin conjetura, 

98; raso anilisis de la prueba, procedi 
miento de la prueba, experimento mental. 

Pruebas y refutaciones: y conceptos, 
109-10; descubrimienso de, 160-64; Iogica 


de descubrim 
y pruel 
ivi, 


Refutaciones, fermento del análisis de la 
seba, 66; heurísticas, 113-14; importa 
cancia, 108, 119; la fala 
es produce un descuido del 
dela prueba, 67; lógicas y heurí 
sicas, 12:14; generadas por la prueba, 
119; teóricas frente a ingenuas, 17-19; 
víase contracjemplos. 
Regreso infinico, 7d, 76: mate pruebas, inf 
itud viciosa, 
Rendición: método de la, 30-1e. 
Retransmisión de la falsedad, principio de, 
66, 76m, 81 
Rigor, 55-76; concepto de rigor de Abel 
y Cauchy, 161a; absoluto, 46n, 71; revol 
ión de Cauchy. Wejerstrass del, 74, 143 
147n; conexiones con pruebas de mayor 
alcance, 142; grados de, 68-70; y contra 
«jemplos de Fourier, 151-52; y análisis de 
laprucba,07-9, 737; y escepticismo, 143; 
suficiente, 73; ase pruebas. 


Series de potencias, 156- 
Series divergentes, 160, 
Simplicidad, 84m 


1 
la proporción, 147n 
alizadas, 1285 


dominio de validez del 


lógicos y descripciv 
;; perfectamente conocidos (format 

vos), 147; primitivos, 131, 137; especifl 
. yno especificos, 131, 147 técnicos, 
168; véase traducción, 

Topología, 35m, 79. 83, 112, 117, 121 

Traducción y definiciones, 145; problema 
dela, 127-41; procedimiento de, 143; al 
¡unos ejemplos, 147m; traducción verda. 
dera, 195, 

Triada hegelana, 148x, 168-70, 173 

Túndes, 37,84, 112r 


Variación acotada, origen y descubrimiento, 
170.76 

Verdad: cier, 83; retransmisión dela, 81 

Verificación, 101. 

Vértices,'224; límite de, 137-38; suma de, 
136; indefinidos, 129. 


